Chapitre 2

Calcul propositionnel

C’est le formalisme logique le plus simple. Mais il est fondamental pour
plusieurs raisons :

— Bien str, il sert d’introduction pédagogique.

— Plusieurs résultats en calcul des prédicats, en logique temporelle etc...

s’obtiennent par “relevement” de résultats du calcul propositionel.

— En fait, en pratique, il est trés utilisé a cause de sa simplicité et de

I’algorithmique relativement efficace qu’on peut mettre en oeuvre.

Il y a aussi plusieurs formalismes pour le calcul propositionnel. On com-
mencera par le plus standard “a la Hilbert”, puis on s’interessera au calcul des
séquents, a la déduction naturelle (dans les deux cas, dans le cas classique et
dans le cas intuitioniste), ainsi qu’a d’autres représentations comme les anneaux
Booléens.

2.1 Syntaxe

La définition d’une logique passe par trois étapes : la définition des énoncés
(syntaxe), la définition des modeles (sémantique) et enfin, la théorie de la
preuve.

On suppose ici donné un ensemble de variables propositionnelles P.

Definition 2.1.1 L’ensemble Fo(P) des formules du calcul propositionel est le
plus petit ensemble tel que :

— les constantes T, L sont dans Fo(P)

— P C Fo(P)

— Si ¢ € Fo(P) alors =¢ € Fo(P)

— Si ¢, € Fo(P), alors ¢V 1, o A, — 1h € Fo(P)

Dans cette définition, —, V, A, — sont les connecteurs logiques.

On définit aussi les formules de taille n par récurrence sur n € N :

— Sigp e PU{L, T}, alors ¢ est une formule de taille 1

— Si ¢ est une formule de taille n et ¢ est une formule de taille m, alors —¢
est une formule de taille n+1 et ¢ A, ¢V b, ¢ — ¢ sont des formules
de taille n +m + 1.
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Soit Fo(P), 'ensemble des formules de taille n ainsi défini.
Proposition 2.1.1 F4(P) = U,y Fo(P)n-

Exercice 2 (3)
Prouver la proposition précédente.

Cette proposition permet des définitions par récurrence sur la taille de la
formule.

Exemple 2.1.1 Soit
P = {La_boite_1 _contient_une_bombe,...,La_boite n_contient_une bombe}

un ensemble de n variables propositionnelles. Voici des exemples de formules de

Fo(P) :

La_boite_1_contient_une_bombe A La_boite_2_contient_une_bombe
La_boite_1_contient_une_bombe A —-La_boite_1_contient_une_bombe

Exemple 2.1.2 Soit P = {4, | n € N}. Sont des formules de Fy(P) :

Ao N Ao A (A2 V —|A2)
AQ — (A1 — AQ)

N’est pas une formule :
A1VAsV...VA,V... (disjonction infinie)

Remarques :

1. Le parenthésage doit permettre de désambigiier. Habituellement la négation
a priorité sur les autres connecteurs.

2. Le cas des disjonctions infinies sera (entre autres) étudié ultérieurement ;
il s’agit d’une logique plus expressive que Fy(P).

2.2 Sémantique

Une interprétation est une application I de P dans {0,1}.

Definition 2.2.1 Une interprétation I satisfait une formule ¢ € Fo(P), ce que
lon note I = ¢ (EC 27 x Fo(P)), si

— ¢ =T ou bien

— ¢ P etl(p)=1 ou bien

— p=P1 NP2 et (I =¢1etl=¢pa) ou bien

— ¢=¢1V 2 et (I|=¢1oull=dpy)ou bien

— p=¢1 — dg et (si ] ¢y alors I |= @) ou bien

—¢="wetlFEY
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Definition 2.2.2 Une interprétation I satisfait un ensemble de formules S
(noté I = S) si I satisfait chacune des formules de S.

Un modele d’un ensemble S de formules est une interprétation I telle que
IES.

Une formule ¢ (resp. un ensemble de formules S') est une conséquence
logique de i (resp. d’un ensemble de formules S) si tout modéle de 1) (resp.
tout modele de S) est un modéle de ¢ (resp. est un modéle de l'une des formules
de S'). On note alors i = ¢ (resp. S = 5’).

Une formule est satisfaisable si elle a au moins un modéle.

Une formule ¢ est valide si toute interprétation est un modéle de ¢.

On dit que deuz formules sont logiquement équivalentes lorsqu’elles ont les
mémes modeles.

Exercice 3 (1)
Donner I'ensemble de tous les modeles de la formule ¢ &t (P—=Q)V (P —
—Q)) AN (Q AR — —P) lorsque P ={P,Q, R}.

Exercice 4 (1)
Montrer que :

1. ¢ est insatisfaisable si et seulement si —¢ est valide
2. ¢ =1 si et seulement si ¢ — 1) est valide.

Exercice 5 (4)

Montrer que, si P est fini, alors dans tout ensemble de formules fini de cardi-
nal assez grand (on précisera cette borne), il existe deux formules logiquement
équivalentes (i.e. qui ont méme ensembles de modeles).

Exercice 6 (5)
1. Montrer que, lorsque P est fini, pour tout ensemble d’interprétations S,

il existe un ensemble de formules F tel que S est exactement I’ensemble
des modeles de E.

2. Montrer que ce résultat est faux lorsque P est infini.

Exercice 7 (6)
Donner un exemple d’un ensemble de formules dont I’ensemble des modeles est
infini et dénombrable.

Exercice 8 (5)

(théoréme d’interpolation) Soient ¢, telles que ¢ = 1. Montrer que il
existe une formule 6 telle que ¢ |= 6, 0 |= 1 et les variables propositionnelles
apparaissant dans 6, apparaissent aussi dans ¢ et dans .

Exercice 9 (6)

(théoréeme de compacité) {0,1} est muni de la topologie pour laquelle
tout sous-ensemble est un ouvert. {0,1} muni de cette topologie est ainsi un
compact. L’ensemble {0,1}4 des interprétations des formules propositionnelles
construites sur A est alors muni de la topologie produit : les ouverts sont les

unions (arbitraires) de produits II,c 4O, ou l'ensemble des a € A tels que
O, # {0, 1} est fini.
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Tout produit de compacts étant compact (ce qui est admis), 1’espace Z de
toutes les interprétations est ainsi un compact.

1. Montrer que, pour toute formule ¢, I’ensemble des interprétations qui

satisfont ¢ est un fermé de Z.

2. En déduire que tout ensemble de formules insatisfaisable contient un
sous-ensemble fini insatisfaisable.

Les connecteurs logiques ne sont pas tous indépendants. Par exemple, pour
toutes formules ¢ et ¢, ¢ — ¥ est logiquement équivalent & —¢ V 1.

Exercice 10 (1)
Le démontrer.

Ainsi, — est définissable a I’aide de V, A, .

Exercice 11 (2)
Montrer que V, A, — sont définissables a ’aide du seul connecteur — et de la
constante L. On dit alors que ’ensemble {—, L} est fonctionnellement complet.

On peut aussi définir de nouveaux connecteurs logiques, par exemple

def

P = (0= V)N (Y — )

ou
def

poY = (@A) V(-9 NY)
Exercice 12 (3)
Plus généralement, les connecteurs logiques peuvent étre vus comme des fonc-
tions Booléennes. Si F' est un ensemble de fonctions Booléennes, on note A(F')
I’ensemble de toutes les fonctions Booléennes obtenues & ’aide des fonctions de
F et de la composition et des projections (fonctions 7% (21, ..., Zy) &f x;).
Pour tout entier » > 1 on note d, (resp. ¢,) la fonction Booléenne a n
arguments qui renvoie 0 (resp. 1) si et seulement si tous ses arguments valent 0
(resp. 1).
1. Montrer que, pour tous n,m,k > 2, A(c,, f-) = A(dp, f-) contient
toutes les fonctions Booléennes a k arguments.

2. Montrer que f- n’est pas dans A(fy, fa, f—, fo)

Exercice 13 (4)
Donner un connecteur logique binaire qui est, seul, fonctionnellement complet.

Exercice 14 (5)
Montrer que {«+, =} n’est pas fonctionnellement complet.

Exercice 15 (6)
Un ensemble de formules E est indépendant si, pour toute formule ¢ € F,

EN\{¢} I~ .

1. Montrer que, pour tout ensemble fini de formules F, il existe un sous-
ensemble fini £’ C F indépendant tel que, pour tout ¢ € E, E' = ¢.
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2. Montrer que, pour tout ensemble dénombrable E de formules, il existe
un ensemble E’ de formules tel que E’ est indépendant et, pour toute
formule ¢ € E', E = ¢, pour toute formule ¢ € E, E' = 1.

3. Montrer qu’il n’est pas toujours possible d’avoir (en plus) E' C E.

Exercice 16 (8)
On considere n coffres, chacun contenant un trésor ou une bombe. Le probléeme
est de déterminer le contenu exact de chacun des coffres. Pour cela, on peut
poser par écrit une liste de N questions (formules du calcul propositionnel,
les variables propositionelles étant le contenu des coffres). On obtient, une fois
la liste complete des questions établies, la réponse (i.e. I'interprétation) aux N
questions. Mais il est possible que (au plus) k des N réponses soient incorrectes.
Etant donnés n, k, on s’intéresse au probleme de trouver le N minimal, et
les questions correspondantes, de maniere a déterminer a coup str le contenu
des coffres.
Donner le N minimal (et les questions correspondantes) dans les cas sui-
vants.

1. k£ =0 et n quelconque
2.n=k=1

3. n<bh k=1

4. k =1 et n quelconque

Prendre soin dans chaque cas de justifier la réponse.

Parmi les théorémes célebres (en calcul des prédicats), le théoréeme de com-
pacité, énoncé ici dans le cas propositionnel, permet de ramener 'insatisfaisa-
bilité a l'insatisfaisabilité finie.

Théoréme 2.2.1 (compacité) Un ensemble de formules du calcul proposi-
tionnel sur P = {A, | n € N} est insatisfaisable si et seulement si il contient
un sous-ensemble fini de formules insatisfaisable.

Preuve:

Soit > la relation d’ordre sur P définie par A, > A,, si et seulement si n > m.
Une interprétation partielle est une fonction de P dans {0,1} dont le domaine
de définition est un ensemble {Q € P | Q < P} pour un certain P € P. (on
notera en indice de l'interprétation partielle le majorant P de son domaine de
définition). L’ensemble des interprétations partielles est alors ordonné par pro-
longement : Ip, < Ip, si P < P, et Ip, restreinte aux variables propositionelles
inférieures a P; coincide avec Ip,.

On peut représenter graphiquement cet ordre sous forme d’un arbre des
interprétations partielles (cf. figure 2.1).

Soit maintenant un ensemble S insatisfaisable. On peut supposer sans perdre
de généralité que S ne contient pas deux formules logiquement équivalentes. Si
I’ensemble des variables propositionnelles intervenant dans les formules de S
est fini, alors S est fini (cf. exercice 5). On peut donc supposer sans perdre de
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Ay

Ay

FIGURE 2.1 — arbre des interprétations partielles

généralité que I’ensemble P est infini et que toute variable de P apparait dans
au moins une formule de S.

Une interprétation partielle I falsifie une formule ¢ € S si les variables de
¢ sont dans le domaine de définition de I et I [~ ¢.

Considérons l'arbre des interprétations partielles qui ne falsifient aucune
formule de S. Formellement : soit

E={Ip|Ip ESNF{Q e P,Q<P}}

Si I ne falsifie aucune formule de S et J < I, alors J ne falsifie aucune formule
de S:1e€€&etJ<Ientraine J € £.

Par I'absurde, supposons que £ est infini. On construit alors par récurrence
une suite I4, € &, strictement croissante, et telle que {J | J > I4,} NE est
infini. (Autrement dit, on construit un chemin infini dans I’arbre) :

— 14, est linterprétation de domaine vide (elle est dans € puisque & est

clos par le bas). '

— 14, étant construite, soient I,J4n les deux prolongements de I4, a A, :

Dom(I), ) ={Q|Q < An} et I (Ay) = j, powr j =0,1. & = {J €
E,J > 1I4,} est infini par hypothese de récurrence et, de plus,

En={Iayu{Je&|J>I14 YU{JeE|J>1I}}

L’un de ces deux derniers ensembles au moins est donc infini. On pose
alors I4,,, = Iy pour j tel que {J € £[J > I} } est infini. On a bien
I Apyr =~ I Ap-

Soit alors I'interprétation I définie par : pour tout i € N, I(A4;) = I4,,,(4:).
Notons que, par croissance de la suite I, si j < i, I(Aj) = 14, ,(A;). Pour
toute formule ¢ € S, si ¢ est 'indice maximal d’une variable propositionnelle
de ¢, I,,, = ¢, et donc I = ¢. Il en résulte que I |= S, ce qui contredit
I'insatisfaisabiliteé de S.

Il en résulte que I’arbre £ est fini. L’ensemble des domaines des interprétations
partielles de £ est donc borné : soit N tel que (J;oe Dom(I) C{Q|Q < An}.
So=SNFH{Q|Q < An}) est alors insatisfaisable et c’est un ensemble fini
(d’apres l'exercice 5 et puisque nous avons supposé que S ne contient pas deux
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formules logiquement équivalentes). O

Exercice 17 (3)
Montrer qu’un graphe est coloriable avec k couleurs si et seulement si chacun
de ses sous-graphes finis est coloriable avec k couleurs.

Exercice 18 (5)

Soit E un ensemble de formules du calcul propositionnel sur P. On dira que
E est maximal cohérent si E est satisfaisable et que, pour toute formule ¢ du
calcul propositionnel, ou bien ¢ € E ou bien E U {¢} est insatisfaisable.

1. Supposant que P est fini, montrer que tout ensembe de formules E sa-
tisfaisable est contenu dans un ensemble maximal cohérent.

2. Montrer que cet ensemble maximal cohérent n’est pas unique : donner
(toujours dans le cas ou P est fini) un ensemble E et deux ensembles
maximaux cohérents distincts contenant FE.

3. Que devient le résultat de la premiere question lorsque P est infini
dénombrable 7

Exercice 19 (7)
Etant données une famille d’interprétations (I,)ack, leur interesection est I'in-
terprétation I telle que I(P) = 1 ssi (I,(P) = 1 pour tout a € E).

Soit ¥ un ensemble de formules de Fy(P). On dit que X est préservé par
intersections finies si, I'intersection de deux modeles de ¥ est un modele de 3.
Y. est préservé par intersections si toute intersection de modeles de ¥ est un
modele de X. ¥ est aziomatisé par T' si, pour tout ¢ € Fo(P), I' | ¢ si et
seulement si ¥ = ¢.

1. Montrer que X est préservé par intersections finies si et seulement si X

est préservé par intersections.

2. Une clause est une formule
A1 V...V A,

dans laquelle les A; sont des variables propositionnelles (appelés littéraux

positifs) ou des négations de variables propositionnelles (appelées littérauz
négatifs). Une clause de Horn est une clause contenant au plus un littéral

positif.

Montrer que 3 est axiomatisable par un ensemble de clauses de Horn si

et seulement si ¥ est stable par intersections. (On pourra supposer, sans

perte de généralité, que X est un ensemble de clauses).

Exercice 20 (6)
On suppose ici que P est dénombrable.
1. Soient &, & deux ensembles de formules de Fy(P) et My, My leurs
ensembles respectifs de modeles. Donner un ensemble de formules £ dont
M1 U Msy est ensemble des modeles.
2. Plus généralement, montrer que, si M est un sous-ensemble fermé de
2P (cf. exercice 9 pour la définition de la topologie), alors il existe un
ensemble de formules £ dont M est ’ensemble des modeles.
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FIGURE 2.2 — Regles de mise en forme clausale

2.3 Forme clausale

On considere les regles de simplification de la figure 2.2.

Dans les regles de la figure 2.2, ¢,v,0 sont des wvariables logiques : elles
peuvent étre remplacées par n’importe quelle formule de Fy(P).

De plus, les regles peuvent étre appliquées dans n’importe quel contexte.
Plus formellement, un contezte est une formule de Fo(P U {O}) ot O ¢ P, qui
ne comporte qu’une seule occurrence de 0. Si C' est un contexte et ¢ € Fy(P),
C[¢] est la formule de Fy(P) obtenue en repmplagant O dans C' par ¢. La
relation = est alors la (plus petite) relation binaire sur Fo(P) qui contient
toutes les instances des regles de la figure 2.2 et telle que, pour tout contexte

C, si ¢ = 9, alors C[¢] = C).

Proposition 2.3.1 Les régles de la figure 2.2 transforment des formules en
des formules logiquement équivalentes.

Proposition 2.3.2 Les régles de la figure 2.2 se terminent (quel que soit [’ordre
dans lequel elles sont appliquées) : il n'existe aucune suite infinie ¢,,n € N de
formules de Fo(P) telle que, pour tout i, ¢; = ¢iy1-

Ce résultat reste vrai si les regles sont appliquées modulo ’associativité-
commutativité de A,V : si une (instance de) regle s’applique a ¢ et 1) est iden-
tique & ¢ modulo 'associativité-commutativité de A, V, elle s’applique a v, avec
le méme résultat.
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Preuve:
On interprete comme suit les formules dans les entiers :
def
— fL)=f(T) =2

) %9 i P est une variable propositionnelle.

¢Aw>d=ef a1(f(0), () ot gi(z,y) & +y +1
¢vw>=e 92(/(9), /(1)) 0t g2(a,y) Coxy
) < g5(f(¢)) o gs(ar) £ 27

— f(6—= ) F qu(f(9), F(¥) ot ga(a,y) & 2oty

L’interprétation des formules est ensuite compatible avec 'associativité-
commutativité de A,V : f(pAY) = f(WAQ), f(WV @)= f(pV)) et f(OA (YA
0) = f((pNY)NO), f(¢V (Y V)= f((¢V)VE). fest donc bien définie,

indépendemment du représentant choisi, dans la classe d’équivalence modulo
associativité et commutativité.

On montre d’abord par récurrence sur ¢ que f(¢) > 2.

Ensuite, toutes les fonctions g; sont strictement croissantes dans leurs deux
arguments pour x,y > 2. Il en résulte que, si f(¢) > f(v¥), alors f(C[¢]) >
f(C[¥]) pour tout contexte C.

Il suffit ainsi de démontrer que, pour toutes les formules ¢, 1, chacune des
reégles fait décroitre f. Pour plus de clarté, on notera x = f(¢), y = f(¥),
z = f(0) dans ce qui suit.

— f(p — ) =212 et f(=¢ V 1h) = 2% x y. Mais, pour y > 0, 2¥ > y

donc 21F7HY > 27 o,
— f(0¢)=2" >
— P& A ) = 2L S (g V ) = 27 x 20
— f(=(o V) =27 et f(mp A ) = 2% +2Y + 1. Or, pour z,y > 2,
x Xy >x+y,donc 2°%Y > 2% x 2¥ > 27 4 2¥ x (2¥ —1). Mais 2* — 1 > 2
pour x > 2, donc 27XV > 2% + 2 x 2¥ > 2% 4 2¥ + 1.

— FUOAR)VO) = FOV (GAH)) = (@+y+1)x 2 et F(6V0) A (V) =
T X z4+y X z+ 1 qui est strictement inférieur a © x z + y X z + z pour
z > 2.

— Les autre cas sont immédiats.

fp
I
I
f=

O

Une forme irréductible d’une formule ¢ est une formule ¢ telle que ¢ =
- = 1 et aucune regle ne s’applique a .

Proposition 2.3.3 Les régles de la figure 2.2 sont confluentes : toute formule ¢
possede une forme irréductible unique, modulo l’associativité et la commutativité
de N\, V.

Exercice 21 (4)
Montrer que le résultat ci-dessus est faux si on enleve “modulo I'associativité
de A, V7.

L’ordre d’application des regles n’influe donc pas sur le résultat. En revanche,
certaines réductions pourront étre beaucoup (exponentiellement) plus longues
que d’autres.
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Definition 2.3.1 Une formule est en forme normale conjonctive si elle est
irréductible pour les régles de la figure 2.2.

Definition 2.3.2 Un littéral est une wvariable propositionnelle ou la négation
d’une variable propositionnelle.
Une clause est une disjonction de littérauxr ou bien 1.

Proposition 2.3.4 Toute formule en forme normale conjonctive est une conjonc-
tions de clauses ou bien T.

Definition 2.3.3 Une forme clausale d’une formule ¢ € Fo(P) est une formule
en forme normale conjonctive, logiquement équivalente a ¢.

Exercice 22 (3)
Donner un exemple de formule ayant deux formes clausales distinctes.

L’exercice suivant montre que les formes clausales peuvent inévitablement
conduire a une croissance exponentielle de la formule.

Exercice 23 (6)
Si ¢ € Fo(P), on note 7(¢) la taille minimale d’une forme clausale de ¢.

1. Donner un exemple d’une famille de formules ¢,, telles que lim,,—, ; || =

400 et limy 400 &% > 0.

[¢|+5
2. Montrer que, pour toute formule ¢, 7(¢) < |¢| x 2 o
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FIGURE 2.3 — Regle de résolution

2.4 Résolution

Dans cette partie, on ne considere que des formes clausales.

Décider de la satisfaisabilité d’une formule en forme clausale n’est pas (al-
gorithmiquement) facile. C’est un probléeme NP-complet (voir calculabilité).

Les regles d’inférence de la figure 2.3 ont en prémisse une ou deux clauses
et en conclusion une clause. Dans ces regles, C' est ou bien une disjonction de
littéraux, ou bien la clause vide L (on suppose que CV L= C) et L est un
littéral.

On note F kg C lorsque la clause C' peut étre obtenue a partir de E. par
une application d’un nombre quelconque de regles de la figure 2.3. De maniere
équivalente, E' - C s’il existe un arbre dont les noeuds sont étiquetés par des
clauses, la racine est étiquetée par C, les étiquettes des feuilles sont dans F et,
chaque noeud qui n’est pas une feuille

— ou bien a un seul fils et, dans ce cas, son étiquette est obtenue par

factorisation a partir de I’étiquette de son fils

— ou bien a deux fils et, dans ce cas, son étiquette est obtenue par résolution

binaire a partir des étiquettes de ses deux fils.
La taille d’'une preuve est le nombre de noeuds de I'arbre correspondant.

Exemple 2.4.1 Si E ={PV-QV R,PV R} alors EFr PV —(Q et voici un
arbre de preuve :

PV-QVR PV-R
PVPV-
PvPV-Q

PV -Q

Exercice 24 (2)
Montrer comment les regles de la figure 2.3 permettent de dériver la clause vide
1 de I’ensemble de clauses

E={PV-Q,-PV-Q,PVQ,-PVQ}
Exercice 25 (2)

Montrer qu'une méme clause peut avoir plusieurs arbres de preuve distincts (a
permutation pres des fils).

Proposition 2.4.1 Les regles de la figure 2.3 sont correctes. (FrCE).
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Preuve:

11 suffit de montrer que, pour chacune des deux regles, lorsqu’une interprétation
satisfait les prémisses, elle satisfait aussi la conclusion, puis de faire une récurrence
sur la longueur de la preuve (taille de ’arbre de preuve). Les détails sont laissés
en exercice. O

Pour démontrer le théoreme qui suit, on utilisera les arbres sémantiques
que nous définissons maintenant formellement (apres les avoir utilisés dans la
preuve du théoréme 2.2.1).

On suppose, ainsi que dans toute la suite, que I'ensemble des variables pro-
positionnelles est dénombrable : P = {P;,i € N}. Une interprétation partielle
est une application de {Py,...,P,} dans {0,1}. {P1,...,P,} est alors le do-
maine de l'interprétation partielle. Les interprétations partielles sont ordonnées
par prolongement : I < J si Dom(I) C Dom(J) et Vo € Dom(I),I(x) = J(x).
Si Dom(I) # P, il existe exactement deux interprétations partielles Iy et [
telles que Ip, [y > T et VJ,J > 1 = J > IyouJ > I1. Iy et I} sont les suc-
cesseurs de I. Si Dom(I) = {P,...,P,}, Iy est I'interprétation qui prolonge I
par Io(P,+1) = 0. C’est le fils droit de I. I prolonge I par I1(P,41) = 1. C’est
le fils gauche de I.

Une interprétation partielle I falsifie une clause C si toutes les variables
propositionnelles de C' sont dans le domaine de I et I |~ C.

Si E est un ensemble de clauses, I’arbre sémantique A(E) est défini comme
suit. On confond les chemins finis de ’arbre, les noeuds de l'arbre et les in-
terprétations partielles qui correspondent. On précise ci-dessous la correspon-
dance.

— La racine correspond au chemin vide, c’est a dire a I'interprétation de

domaine vide.

— Si N est un noeud de 'arbre correspondant a 'interprétation I de do-

maine {P,..., P,},

— Ou bien il existe une clause C' € E telle que [ falsifie C' et N est un
noeud d’échec. C’est alors une feuille de 'arbre et on 1’étiquette par
une clause de E falsifiée par [

— Ou bien on n’est pas dans le premier cas et I est une interprétation
totale sur Var(t). Dans ce cas N est une feuille de 'arbre. C’est un
noeud de succes.

— Dans les autres cas, N a deux fils qui correspondent aux deux suc-
cesseurs de [.

Exemple 2.4.2 Soit E = {P;,~P,V Py, P3V =P }. L’arbre sémantique de F
est représenté dans la figure 2.4. L’arbre comporte un noeud de succes (et un
seul) qui correspond a la seule interprétation qui satisfait E.

Lemme 2.4.1 Si E est un ensemble de clauses, alors E est satisfaisable si et
seulement si ou bien A(E) contient un noeud de succés, ou bien A(E) contient

un chemin infini.

Preuve:



2.4. RESOLUTION 17

Py
Py
P,
P,V P
Ps
P3V P

FIGURE 2.4 — Arbre sémantique de I’ensemble E de 'exemple 2.4.2

Si E est satisfaisable, alors I'interprétation I qui satisfait £ définit ou bien un
chemin conduisant & un noeud de succes (cas ou P est fini) ou bien un chemin
infini de A(FE) (cas ou P est infini).

Réciproquement, si A(E) contien un noeud de succes, alors U'interprétation
I qui lui correspond est totale et ne falsifie aucune clause de E et donc I |= E.
Si A(F) contient un chemin infini, il existe une suite infinie d’interprétations
partielles I,, (les noeuds de ce chemin) telles que Dom(I,) = {P1,...,P,},
I, < Ih41 et, pour tout n, I, ne falsifie aucune clause de E. On définit alors
I par I(P;) = I;(F;) pour tout i. Pour toute clause C' € E, si n¢ est I'indice
maximal d’une variable propositionnelle de C, I,,, = C par construction, et,
puisque I, prolonge I}, pour k < n¢, I et I¢ coincident sur le domaine de I,,,.
Il en résulte que I =C. O

Exercice 26 (2)
Construire arbre sémantique associé & E = {-Pa, P,V P,V P3, P,V = P3, =PV
P,V —P3,—~P; V P3} E est-il satisfaisable ? Pourquoi ?

Théoréme 2.4.1 (Complétude réfutationnelle) Un ensemble de clauses E
est insatisfaisable si et seulement si E Fgrl.

Preuve:
Si E Frl, alors E est insatisfaisable par le résultat de correction.

Supposons maintenant que E est insatisfaisable et montrons que E 1.

Soit E* D’ensemble des clauses C telles que E Frp C. Comme E C E*
est insatisfaisable, il en est de méme pour E*. Donc, d’apres le lemme 2.4.1,
A(E™) ne contient ni noeud de succes, ni chemin infini. Raisonnons alors par
Pabsurde et supposons que A(E*) n’est pas réduit & la racine. Soit alors N un
noeud maximal ayant deux fils. Ces deux fils sont des feuilles, par maximalité,
donc des noeuds d’échec. Soit I I'interprétation correspondant a IV et Iy, I1 ses
deux successeurs, obtenus en interprétant la variable P ¢ Dom(I). Il existe des
clauses de E* qui sont falsifiées respectivement par Iy et I;. Soient Cy, Ch € E*



18 CHAPITRE 2. CALCUL PROPOSITIONNEL

de taille minimale qui sont falsifiées respectivement par Iy et I;. Comme I ne
falsifie ni Cp ni Cy, Cy = PV Cj et C; = =PV (. De plus si Cj = PV Cf,
alors, par factorisation, Co Fr PV C{j et Iy falsifie PV C{/, ce qui contredit la
minimalité de Cy. De plus C{) ne peut s’écrire =P Vv C{/, car I falsifie Cy. Il en
résulte que Var(C})) € Dom(I). De méme, Var(C7) C Dom(I). Par résolution,
Co,Cy Fr C) Vv Cy, donc Cj Vv C] € E*. De plus I falsifie C}, donc I falsifie C|,
et, de méme, I; falsifie C7, donc I falsifie C1. Il en résulte que I falsifie C{ Vv C]
et donc que N est un noeud d’échec. Absurde.

On en conclut que I'arbre sémantique de E* est réduit a la racine : la racine
est un noeud d’échec, ce qui ne peut se produire que si L€ E* c’est a dire
Etrgpl. O

Le résultat suivant montre que ’on peut obtenir le théoreme de compacité
comme corollaire au théoréeme de complétude.

Corollaire 2.4.1 Si E est un ensemble de clauses insatisfaisables, alors E
contient un sous-ensemble fini de clauses insatisfaisable.

Preuve:

Si E est insatisfaisable, alors ¥ FgL. Or la preuve correspondante est un arbre
fini. Si Fy est le sous-ensemble des clauses qui étiquettent des feuilles de I'arbre,
Ey C E, Ey est fini et Ey est insatisfaisable. O

La longueur d’une preuve est le nombre de sous-arbres distincts dans cette
preuve.

Une preuve II est sans boucle si, pour toute clause C', tout sous-arbre de
IT dont la racine est étiquetée par C' ne contient pas lui-méme de sous-arbre
propre dont la racine est étiquetée par C.

Exercice 27 (6)
Soit P un ensemble fini de variables propositionnelles, de cardinal n. On appelle
2-clause toute clause contenant au plus deux littéraux.

1. Montrer que, si F est ensemble de 2-clauses insatisfaisable, toute preuve
sans boucle de | est de longueur polynémiale en n

2. Montrer par contre que la taille peut étre exponentielle : donner un
exemple d’ensemble de 2-clauses F tel que E est insatisfaisable et une
preuve sans boucle de 1 a partir de E dont la taille est exponentielle en
n.

3. Donner un algorithme polynémial en n pour décider de la satisfaisabilité
d’un ensemble de 2-clauses

Exercice 28 (6)

Soit P un ensemble de variables propositionnelles fini. Donner un ensemble de
clauses E qui est insatisfaisable et tel qu’il existe une preuve de L de taille
exponentielle en |E| et ne contenant aucune redondance (i.e. deux noeuds dis-
tincts de l’arbre de preuve qui ne sont pas des feuilles sont étiquetés par des
formules distinctes).
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B pvop
c

CVL

A

FIGURE 2.5 — Tiers exclu et affaiblissement

En fait, on peut généraliser ce résultat (mais il n’est pas demandé de le
montrer) : il existe des ensembles de clauses insatisfaisables dont aucune preuve
de contradiction n’est de taille polynomiale.

On considere maintenant, en plus des regles d’inférence de la figure 2.3,
les deux regles d’inférence de la figure 2.5. Dans ces regles, C' est une clause
quelconque, L est un littéral quelconque et P est une variable propositionnelle
quelconque. On note F la relation de déduction associée.

Théoréme 2.4.2 (Complétude) Si E est un ensemble de clauses et C' est
une clause. Alors E |= C, si et seulement si B+ C. (Autrement dit == ).

Preuve:
La correction des regles d’inférence de la figure 2.5 est une vérification de rou-
tine. Il en résulte, par récurrence sur la longueur de la preuve que £ + C
entraine E = C.

Réciproquement, montrons, par récurrence sur la longueur de la preuve par
résolution que, pour tout ensemble de clauses F, tous littéraux Lq,..., L; et
toute clause C,

E,Li,....LiFC

entraine
EFCVLiV...VL

— Si la preuve ne contient aucune application de regle d’inférence : ou bien
il existe un i tel que C' = L; ou bien C' € E. dans le premier cas, par la
regle du tiers exclu - L;V L;, puis, par affaiblissements, - L; VL1 V...V Ly.
Dans le deuxieme cas, E - C et, par affaiblissements, E - CVLV...VLy.

— Sinon, au moins une regle d’inférence est appliquée. Considérons la derniere
regle appliquée dans la preuve.

— Si c’est le tiers exclu, E,L1,...,Ly - PV =P, et on obtient une
preuvede EFLi V...V L,V PV-P:

—TF
Pv-P

LiV...VL,VPV-P

Aff

— Si c’est un affaiblissement : F,Lq,..., Ly + Cy et C = CqyV L. Par
hypothese 7de récuﬂence, EF CyV Li...V L. Par affaiblissement,
E-CiVvLy...vV L,V L.
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— Si c’est une factorisation : C =LV Ciet E,Ly,..., Ly F LV LVC].
Par hypothese de récurrence,

EFLVLVCiVLiV...VL,
et, par factorisation,
LVLVC VL V.. VL, FCVIL V...V L.

— Si c¢’est une résolution : C = Cy Vs et B, Ly,...,Lp F C1 V P,
E,Ly,...,Ly F Cy VvV —P. Par hypothese de récurrence (appliquée
deux fois) :

Er-CiVPVIL{V...VL

et
EFCoV-PVLiV...VL

Par résolution, on obtient alors
EFC,VCyVILNV...VL,VLi V...V L

puis, par factorisations, E+-CV Ly V...V L.
On applique maintenant ce résultat avec C' =1 : pour une clause Cy =
L1V ...V Ly arbitraire, E, L1, ..., L; -1 entraine E I Cj.
Si maintenant E | Cy, alors E, Ly, ..., L est insatisfaisable et, par le
théoreme 2.4.1, E, Ly,..., Ly Frl et donc F, Ly, ..., Li L.
D’apres ce que nous venons de voir, cela entraine £+ Cy. O

Exercice 29 (3)

On considére ici un raffinement de la résolution. On définit un ordre sur les
littéraux de la maniere suivante : L > L’ si la variable propositionnelle de L a
un indice strictement plus grand que la variable propositionnelle de L’. (autre-
ment dit, on étend l'ordre sur les variables propositionnelles aux littéraux). On
restreint alors ’application de la résolution binaire

PvC -PvC
cvc'

au cas ou P est un littéral maximal de PV C et =P est un littéral maximal de
=PV C’. De méme, la reégle de factorisation
LvLvC
LvC
est restreinte au cas ou L est maximal dans L Vv C.

Montrer qu’avec ces restrictions, ’ensemble de regles d’inférence est encore
réfutationnellement complet.
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Exercice 30 (3)
On considere le systeme d’inférence constitué de I'unique regle :

PVvP..vPVC -PVv...vaPv(C
cvc'

Montrer que cette regle est (a elle seule) réfutationellement compléte.

Exercice 31 (3)
On dira qu’une clause C' subsume une clause C’ si C' = C'.

On considere la stratégie de résolution+factorisation suivante : on n’applique
une regle d’inférence que lorsqu’aucune des prémisses n’est subsumée par une
clause différente ancétre dans ’arbre de preuve.

Montrer que cette stratégie est réfutationnellement complete.

Definition 2.4.1 On appelle clause de Horn une clause qui contient au plus
un littéral positif.

Exercice 32 (6)

On considere ici un autre raffinement de la résolution : la regle de résolution
est restreinte au cas o I'une des prémisse au moins est dans F (I’ensemble de
clauses initial). Cette stratégie est dite input.

1. Montrer que cette stratégie n’est pas réfutationnellement complete en
général.

2. Montrer qu’elle est réfutationnellement complete lorsque E est un en-
semble de clauses de Horn

Exercice 33 (5)
Donner un algorithme polynoémial qui permet, étant donné un ensemble fini de
clauses de Horn, de dire s’il est satisfaisable ou non.

Exercice 34 (6)

Une clause est négative si elle ne contient que des littéraux négatifs. On se
propose d’étudier la stratégie suivante de résolution, appelée stratégie négative :
I’application de la regle de résolution est restreinte au cas ou I'une des prémisse
est négative. On notera _ la relation de déduction associée.

1. Soit F un ensemble de clauses tel que toute clause de E contient au
moins un littéral positif. Montrer que FE est satisfaisable.

2. Soit £ = {-PVQ,PVQ,PV-Q,-PV-Q} Montrer que E L
(exhiber une preuve).

3. Si I, J sont des interprétations partielles, on note I >, J lorsqu’il existe
un entier k > 1 tel que

(a) pour tout j < k, P; est dans le domaine de I et dans le domaine de
J et I(Py) = J(F)

(b) Py est dans le domaine de I et dans le domaine de J et I(P;) =1 et
J(P) =0.
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On note aussi I < J l'ordre de prolongement des interprétations par-
tielles.

Montrer que >, est un ordre sur les interprétations partielles et que,
pour toutes interprétations partielles, I < Jou J < I ou I <jp J ou
J <lex I

. Soit. A 'arbre sémantique d’un ensemble E de clauses. On suppose que

A est fini, non vide et que toutes ses feuilles sont des noeuds d’échec.
Montrer qu’il existe une unique interprétation partielle maximale pour
>1ez qui soit un noeud d’échec et ne falsifie aucune clause négative de
E.

. Montrer la complétude réfutationnelle de - par la méthode des arbres

sémantiques
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2.5 Stratégies de sélection

Une fonction de sélection est une application qui associe a toute clause
LiyVv---V L, (oun >1)'un des littéraux L;. Etant donnée une fonction de
sélection f, on considere la restriction suivante de la résolution :

PvC -pPv(C
(Ry) Si f(PVC)=P ET f(-PV (') =P
cvc'

La regle de factorisation binaire et la regle Ry définissent une relation de
déduction -y pour le calcul propositionnel en forme clausale.

Exercice 35 (5)
1. Montrer que F' + R; n’est pas réfutationnellement complete : donner
un exemple de fonction de sélection f et d’un ensemble de clauses &
insatisfaisable tel que & t/y L.

2. Qu’en est il si on suppose que la fonction de sélection sélectionne toujours
un littéral négatif quand c’est possible ?

Une clause de Horn est une clause contenant au plus un littéral positif.

Théoreme 2.5.1 Pour toute fonction de sélection f, Ry est réfutationellement
compéte pour les clauses de Horn.

Preuve:
Si € est un ensemble de clauses de Horn, on note £* = {C' | £ k¢ C} et Iy =
ENP.

On considere d’abord le cas ou f(C) € P seulement si C' € P, puis le cas
général.

1. On remarque tout d’abord que, si la régle de résolution est appliquée a
deux clauses de Horn (et a fortiori la résolution avec une stratégie de
sélection), la clause résultante est a nouveau une clause de Horn, puis-
qu’un littéral positif des deux clauses prémisses a disparu. Il en résulte
que £* est un ensemble de clauses de Horn.

Considérons l'interprétation Iy. Comme £ est insatisfaisable, [y = £.
Donc il existe une clause C' € £* telle que Iy [~ C. Considérons une
clause C' contenant un nombre minimal de littéraux et telle que Iy = C.
Supposons par ’absurde que C contient au moins un littéral. Dans ce cas,
C' contient au moins un littéral négatif (sinon C' € Ip). Soit f(C) = Q.
Comme [y = C, @ € Iy. Donc, par définition, @ € &*. Alors, par
r’esolution (comme f(Q) = Q et f(C) = —Q), on obtient une clause C’ €
E* telle que C' = —Q Vv C'. Mais I falsifie C' puisqu’elle falsifie tous les
littéraux de C'. Ce qui contredit la minimalité du nombre de littéraux de
C. Donc C =1 et L€ &* : la stratégie est réfutationnellement complete.

2. On considere la suite I,, définie par

In+1 = nU{P € PEIP\/_‘Ql\/' : '\/_‘Qk € 6*af(0) = Pv Qla .. '>Qk S In}
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et I'interprétation I = J, e In- A chaque P € I on associe le plus petit
entier np tel que P € I,,. A chaque clause C' = (P)V =P,V ---V 2P,
falsifiée par I, on associe la suite N(C) = (n1(C),...,nn(C)) des np,,
triée par ordre décroissant (m dépend de C'; dans la suite on 'écrira
m(C)). Si bien que ou bien m(C) = 0 et C € PU{L}, ou bien ni(C)
est le plus petit entier tel que I,,, (¢ falsifie C.

Comme & est insatisfaisable, il existe une clause C' € £* telle que I |~ C.
On choisit une telle clause minimisant N (C') pour l'ordre lexicographique
(la suite vide est plus petite que toutes les autres).

Montrons d’abord que c’est possible, c’est a dire qu’il n’existe pas de
suite infinie strictement décroissante N(C1) > N(Cs).... Pour cela on
raisonne par récurrence sur la paire constitutée de (n1(Ch),k(C1)) ou
k(C1) est le nombre d’entiers de la séquence N(C7) qui sont égaux a
nl(C’l). Si nl(C’l) = 0, N(Cl) = (0,...,0) et N(Cl) > N(CQ) si et
—_———
k(C1)
seulement si k(Cy) > k(Ca), d’ou le résultat. Sinon, pour toute suite
infinie N(Cy) = (n(C1),...,n(C1),L1) > N(C3)... > ou bien, pour

k(C1)
tout i, n1(C;) = n1(C1) et k(C;) = k(C1) et, dans ce cas, N(C;) =
(n(Ch),...,n(C1), L;) et la suite Ly, ..., L;, ... est une suite strictement

k(C1
décroissz(mt)e infinie, ce qui contredit 'hypothese de récurrence, ou bien
il existe un ¢ tel que (n1(C1),k(C1)) > (n1(C;), k(C;)) et il suffit d’ap-
pliquer ’hypothese de récurrence a la sous-suite de premier terme Cj.
Soit donc C une clause minimale de £* qui est falsifiée par I. C €
P U{L} ou bien C est falsifiée par I,, (). Montrons que ce dernier cas
est impossible et donc que C € P U {L}.
Si f(C) = P € P, alors, par définition de I, (c)41, P € Iy, ()41, ce
qui contredit le fait que I falsifie C. Donc f(C) est un littéral négatif
=Q et ng < n1(C). Soit C = (PV)=Q Vv C'. Par définition de ng, ou
bien Q € £* (si ng = 0) ou bien il existe une clause C; € £* telle que
Ci=QV-Q1V...V-Qy et nl(C’l) < nQg.
Dans le premier cas, par une étape de Ry on obtient une clause (PV)C’ €
E* falsifiée par I et telle que N(C') < N(C), ce qui est absurde.

Dans le deuxieme cas, en une étape de Ry, on obtient la clause C” =
(PV)C'V=Q1V...V-Qy € E*. C" est falsifiée par I puisque C” est falsifice
par I (I falsifie C) et Q1,...,Qk € In,—1 € I. De plus, N(C') < N(C)
puisque ng,,...,nQ, < ng. Ceci contredit la minimalité de C.

Il en résulte que C € PU{L}. Comme C € £*,si C € P, alors C € I C
1. Ce n’est pas possible puisque [ falsifie C'. Il en résulte que C =1 et
donc L€ &*.

Exercice 36 (3)
Soit £ un ensemble de clauses insatisfaisable quelconque (pas nécessairement
des clauses de Horn). Montrer qu’il existe une fonction de sélection telle que la
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résolution binaire avec stratégie de sélection + factorisation binaire permet de
déduire la clause vide de £.

Exercice 37
Soit P un ensemble dénombrable de variables propositionnelles. On notera C
la relation sur les clauses définie par C C C' si C' = C'.

Soit > un ordre total bien fondé sur les littérauxz. On considere la restriction
suivante de la rgle de résolution :

cCvP —-Pv(C
cvc’

Si P est maximal dans C'V P ET =P est maximal dans =P Vv '

Noter qu'’il s’agit d’une généralisation de la résolution avec stratégie ordonnée
puisqu’on peut avoir P > ) > —P par exemple.

Si € est un ensemble de clauses, on note £* ’ensemble des conséquences de
& par factorisation et résolution suivant la stratégie S ci-dessus.

1. Montrer que C est une relation d’ordre bien fondée sur I’ensemble des
clauses.

2. Montrer que la stratégie négative est un cas particulier de la stratégie
ci-dessus (rappel : la stratégie négative consiste a ne faire de résolution
que sur des clauses dont 'une des prémisses ne contient que des littéraux
négatifs).

3. La stratégie unitaire consiste a restreindre la regle de résolution au cas
ou l'une des prémisses est réduite & un littéral.

Si £ est un ensemble de clauses, soit & ’ensemble des clauses que 'on
peut déduire de £* par la stratégie unitaire et £ 'ensemble des clauses
minimales de & pour l'ordre C.

Montrer que, si £* ne contient pas L, alors £ ne contient pas L et
Es = Es.

4. Montrer que, si £* ne contient ni L ni clause unitaire, et L est un littéral
minimal de %, alors (£* U{L})* = &* U {L}.

5. Montrer que la stratégie S est réfutationellement complete.

Exercice 38 (5)

L est un ensemble fini d’entiers, appelés étiquettes. Un littéral étiqueté est une
paire d’un littéral et d’'un élément de L, noté L et e. Une clause étiquetée est
une disjonction de littéraux étiquetés. Comme d’habitude, la disjonction vide
est notée 1. La sémantique d’une clause étiquetée est la méme que celle de la
clause a laquelle on a retiré les étiquettes. Une fonction de sélection s est une
application qui associe a toute clause étiquetée un sous-ensemble des littéraux
de c. Dans cette partie, on considere les deux regles d’inférence suivantes :

p LetevC Lete v o Letecs(LeteVv)
cov e’ Lete es(Lete V()
LeteVLeteVvC

F SiLete es(LeteVLeteVQ)
LetevC
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Soit C' un ensemble de clauses. On affecte a chaque formule littéral de chaque
clause de C une étiquette dans un ensemble fini (on peut affecter des étiquettes
différentes & un méme littéral apparaissant dans deux clauses différentes). C' est
ainsi considéré comme un ensemble de clauses étiquetées. Soit > un ordre sur
les littéraux étiquetés. On considere la fonction de sélection suivante : s(c) est
I’ensemble des littéraux L et e tels que L et e est maximal dans ¢. On note S,
cette stratégie (paramétrée par > et I'étiquetage).

On suppose d’abord que > est un ordre total bien fondé. A une clause
C=LyetayV---VL, et a, on associe le multi-ensemble des littéraux étiquetés
m(C) ={Ly et ai,..., L, et a,}. Les clauses sont ainsi ordonnées par 'exten-
sion multi-ensemble de >. Si S est un ensemble de clauses et L et a est un
littéral étiqueté, on note S(L) l’ensemble des clauses C' ne contenant aucun
littéral L et b et telles que C € S ou bien C'V L et b € S pour au moins un
b. (Autrement dit, on remplace L par T dans les clauses de S et on simpli-
fie). Si € est un ensemble de clauses, on note de plus £* ’ensemble des clauses
déductibles de £ par la stratégie Se. Montrer que, si L ¢ £*, C est une clause
minimale de £* et L est un littéral maximal de C, alors L ¢ (£€*(L))*. Montrer
la complétude réfutationnelle de la stratégie S, sur les clauses étiquetées.
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FIGURE 2.6 — Regles d’inférence de la déduction naturelle propositionnelle clas-
sique NKj

2.6 Déduction naturelle

2.6.1 Syntaxe

Les énoncés en déduction naturelle, appelés jugements sont des expressions
' ¢ ou I" est un ensemble fini de formules de Fy(P) et ¢ est une formule
de Fo(P). 1l faut comprendre de tels jugements comme “De 'ensemble d’hy-
potheses I' on peut déduire ¢”. Inclure les hypothéses dans le jugement permet
par exemple d’ énoncer de maniere naturelle (et formelle) que, si l'on veut prou-
ver ¢ — 1, sous les hypotheses I', il suffit de montrer 1 sous les hypotheses

T, 6.
2.6.2 Sémantique (classique)

Si I est une interprétation des variables propositionnelles, I =T'F ¢ si, ou
bien il existe une formule ¢ € T" telle que I [~ 1), ou bien I |= ¢.

2.6.3 Déduction naturelle classique

Les regles d’inférence de la déduction naturelle classique propositionnelle,
appelée NKjg sont données dans la figure 2.6.

Proposition 2.6.1 Tout jugement prouvable dans NK est valide.

Es)
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Exemple 2.6.1 On peut prouver par exemple la double négation dans NKj

(Ax) (Ax)
]
—— (Abs)

oo

Exercice 39 (5)
Montrer comment dériver le tiers exclu F PV =P dans NKj.

Lemme 2.6.1 Si ¢ ¢ et '+ ¢ sont prouvables dans NKy, alors I' -1 est
prouvable.

Preuve:
Lok
— (=
I'¢— '-o¢
'

Lemme 2.6.2 =(¢p V) F ¢ et =(¢p V) = = sont prouvables dans NKy.

Preuve:

(Az)

- -
(P1V ¢2),¢2 F 92 (V1)

A
(1 V d2), 02 F —(o1 V h2) (Az (1 V B2), 02 1V P2
_‘((bl V ¢2)7 ¢2 FL I)
(¢1V ¢2) F g2
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Lemme 2.6.3 Si I, ¢,y F 0 est prouwvable, alors I', o AN+ 0 est prouvable.

Preuve:

o900
Lo, N0

Aff

et

Az
Lo 0N QNY
ANE
Lo, o N1
Donc, d’apres le lemme 2.6.1, I', ¢, ¢ A = 6 est prouvable.

DoAYy Eony
AE
L,ony o

Donc, d’apres le lemme 2.6.1 & nouveau, I', ¢ A ¢ - 0 est prouvable.

Théoréme 2.6.1 (Complétude) Si T est un ensemble fini de formules et ¢
est une formule telles que I' = ¢, alors I' F ¢ est prouvable dans NKj.

Preuve:

Noter d’abord que I' = ¢ est équivalent a la validité de T' - ¢.

On considére la mesure suivante sur les formules : w(Ll) = 0 = w(P) =
w(—P) si P est une variable propositionnelle, w(—¢) = 1 4+ w(¢) si ¢ n’est pas
une variable propositionnelle et w(¢ V ) = 2 + w(p) + w(yp) = w(p — ) =
w(pAY). w(l'F @) = w() + 3 er w(¥). On montre le résultat par récurrence
sur w(l' F ¢).

Cas de base w(I'F ¢) =0 lorsque ¢ = T, ¢ =1 ou I', ¢ ne contiennent que
des littéraux.
On distingue 3 cas :

Cas 1 : ¢ = T il suffit d’appliquer la regle correspondante du calcul.

Cas 2 : I' est insatisfaisable (ce qui est le cas lorsque ¢ =1).
— Si Le I, alors I' F ¢ est prouvable pour toute formule ¢ :

r ¢HA‘T
;Abs
I'-¢

— Sinon, Soit It I'interprétation qui contient exactelement les variables
propositonnelles de I'. I doit falsifier une formule de I'. Comme I’
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ne contient que des littéraux, il existe une variable propositionnelle
P € It telle que =P € T'. Dans ce cas, ' =11, P,—P et

Az Ax
I'+P I'-=P
-F
'L
T,—¢ 1
I'¢

Aff
Abs

Cas 3 : I est satisfaisable et ¢ ¢ {T, L} :Si¢ € P, soit It I'interprétation

définie par It = P NT'. It satisfait toutes les formules de I', puisque I'
ne contient pas une variable propositionnelle et sa négation (I' serait
insatisfaisable). I" = ¢ entraine alors que Ip |= ¢. Il en résulte ¢ € I et
donc ¢ € T'.

Si ¢ = =P avec P € P, soit I l'interprétation définie par I = {Q | -Q ¢
I'}. Comme I' ne contient pas une variable propositionnelle et sa négation,
I satisfait toutes les formules de I'. Par conséquent I = ¢. Donc P ¢ I
et donc =P € I' par construction. Il en résulte que, a nouveau, ¢ € I'.

Dans tous les cas I' = ¢ est prouvable par la regle Axiome.

Récurrence Si maintenant w(I' - ¢) > 1, on distingue plusieurs cas :

1. ¢ = ¢1 A ¢o. Dans ce cas, I' = ¢ entraine I' = ¢ et T' = ¢ et w(l' F
1), w(I F ¢2) < w(l' F ¢). Donc, par hypothese de récurrence, I' = ¢
et I' F ¢2 sont dérivables dans NKj (soient 7,7 leurs preuves). On
conclut alors en construisant la preuve

1 T2

— 'k Tk
7r ®1 ®2 (AD)

'+ gf)l N T2

2. ¢ = 1 et ¢1 ¢ P. Dans ce cas, I' | ¢ entraine I',¢; =1L et w(l'
¢) =1+ w(y,¢1 FL). Par hypothese de récurrence, il existe une preuve
m de I', ¢1 1 dans NKj. On construit alors comme suit une preuve de
'o¢:
T
T,y L

' —¢q =)

3. ¢ = ¢1V ¢a. Dans ce cas, I' = ¢ entraine I', =¢1 = ¢a et w(I',—¢1
¢2) = w(I' F ¢1V¢2) — 1. Par hypothese de récurrence, il existe donc une
preuve my de I', =¢1 F ¢po. On construit alors comme suit une preuve de
' ¢ : par le lemme 2.6.2, il existe une preuve my de I', =(¢1 V ¢2) F ¢
et une preuve mp de I', =(¢1 V ¢2) - 1.
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o
I, —¢1 = @2
(Aff)
L, =(¢1V ¢2), ~¢1 F é2 D m
0 L, =(¢1 vV d2) F (mg1) = é2 L= (g1 V ¢2) F ~¢n - B)
L, =(¢1 V d2) -~ L, =(¢1 V é2) F ¢ (-E)
[, =(f1 V ¢2) FL
abs)
['E g1V
4. ¢ = ¢1 — ¢o. Dans ce cas, I' = ¢ entraine I', ¢ | ¢o et w(I' F ¢ —
¢2) =24+ w(T, ¢1 F ¢2). Par hypothese de récurrence, il existe donc une
preuve w1 de I', ¢1 = ¢2. On construit alors la preuve m comme suit :
m
L9
L't ¢1— ¢
5. T = T'1,4¢1 A1g. Dans ce cas I' | ¢ entraine que I'1, 11,12 | ¢. Or
wI F ¢) = 2+ w1, ¢1,92 F ¢). Il existe donc, par hypothese de
récurrence, une preuve m, de I'1, 91,199 F ¢. D’apres le lemme 2.6.3, il
existe donc une preuve de I'1, 91 A ¢ = .
6. I' =T'1,91Vibe. Dans ce cas I' |= ¢ entraine que I'1, 91 = ¢ et 'y, 12 = ¢.
w(l', Y1Vip F @) = 24+w(T'y, Y1 F @) = 24w (1,12 - ¢). Par hypothese
de récurrence, il existe donc des preuves w1, my de I'1, 1 F pet ', - @
respectivement. On construit alors la preuve :
m ™
' bo Fi,a b9
(Az) (Aff) (Aff)
1,91 Vpo =91 Vaho Ty, Vg, b ¢ F1,¢1V¢27¢2"¢<vE)
L1 Vo - o

7. T =Ty, 1)1 et ¢ est un littéral et 1y ¢ P. Soit ¢ le littéral complémentaire
de ¢ (~¢psip € Pet Psigp=-P avec PeP).
I' = ¢ entraine I'1,¢ = 1. De plus w(l'1,¢ F ¥1) = w(l F ¢) — 1
puisque w(¢) = w(¢) = 0. Par hypothese de récurrence, il existe donc
une preuve m de I't, ¢ F 91.

™0
i, ¢
T A —— Az
'y, 0, ~1 F 'y, 0, ~ 1 =y 5
Iy, ¢, by FL
Flv_'wl |_¢

ou R est Abs si ¢ € P et —I sinon.
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8. I =T4,¢1 — 2. Dans ce cas, I' &= ¢ entraine que I't,—); = ¢ et
1,90 ): ¢. Or w(l“l,z/zl — o F (;5) = 1+w(F1,—|1/11 F (Z)) =2+
w(T'1, 12 F —¢). Donc, par hypotheése de récurrence, il existe des preuves
m, e de I'y, =1 B ¢ et 'y, 99 F ¢ respectivement. On construit alors
une preuve 73 de I'1, 191 — o, = - 1o :

1
[y, = =9
S (Aff) (Ax)
Fluwl _>¢2)ﬁ¢7"w1|_¢ F1,1/11—>1/127ﬁ¢7ﬁ¢1'_ﬁ¢( E)
Flv ¢1 — ¢2, _‘Qsa _‘7112 FL
(Ax) (abs)
1,91 = o, md F 1 — 1ho F17¢1—>¢2ﬁ¢|‘¢1_>E
[y, = 2, =@ = 1y
puis une preuve w4 de 'y, ¥1 — P9, np = —hy :
Up)
I
LU0 g (Ax)
[y, 92,91 = 2, m0 = @ [y, 92,91 %¢2,ﬁ¢|_ﬁ¢( E)

Flvwl — ¢27_‘¢1 ¢2 FL
[, 91 — abo, ~dp = o

Et enfin, en combinant 73, 7y :

1)

T4 3
F17¢1_>¢2)"¢|_ﬁw2 F17¢1_)¢25"¢|_1/}2 E
Fl)wl — wQa _'d) g
(abs)
I = ok o

Exercice 40 (5)
1. Montrer que, si ’on retire la regle d’affaiblissement a NK, le systeme de
déduction reste complet.
2. Montrer que, si ’on retire les regles d’introduction de V a NK, le systeme
de déduction n’est plus complet.



2.7. CALCUL DES SEQUENTS CLASSIQUES (SANS COUPURE)

33

L, FA I'FAG THAW
. Aleft A right
L,oAnyFA A GAY
LoFA T,pFA TFA, ¢
V left _ Vright
LpVvey kA A ¢VY
I'FA¢ TopFA Lo Ay
— left . —right
L= A LA ¢—
A IokEA
_ ~left ___ ~right
L,-¢F A L'FA, ¢
_  Axiom
Lok A

FIGURE 2.7 — Le calcul LK : régles d’introduction

2.7 Calcul des séquents classiques (sans coupure)

On s’intéresse au probleme de la satisfaisabilité : étant donné ¢, ¢ a-t-elle
un modele ? Ou au probleme de la conséquence logique : est-ce que % est une
conséquence logique de ¢ 7

Remarquer qu’on a un algorithme : il suffit d’énumérer les 2™ interprétations.
Mais il y a plusieurs inconvénients : c’est tres lourd (pas efficace) et on ne peut
pas généraliser au calcul des prédicats, par exemple.

Definition 2.7.1 Un séquent (propositionnel) est une paire de multi-ensembles
finis de formules de Fo(P), notée I' - A.

Cette définition suppose les propriétés d’associativité et de commutativité :
I, I" = I',T par exemple. On identifie également I', T avec I' d’une part et
A, 1 avec A d’autre part, si I" est la partie gauche d’un séquent et A sa partie
droite (en particulier lorsque I ou A est vide).

Si I est une interprétation, I =T A si et seulement si pour toute formule
¢ de I, I = ¢ ou bien il existe une formule ¢ de A telle que I |= ¢.

Les regles de déduction du calcul des séquents propositionnel classique sans
coupure (noté LK dans la suite) sont données dans les figures 2.7 et 2.8.

Lemme 2.7.1 (correction de LK) Si ¥ est obtenu par application d’une
regle d’inférence de la figure 2.7 auz séquents X1, ..., %,, alors I est un modéle
de X si et seulement si I est un modéle de tous les séquents 3;.
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r-A I'HA
_ weakening left _ weakening right
ok A 'EA
o, oA A ¢, ¢
_____ contraction left __ contraction right
Lok A I'HA

FIGURE 2.8 — Le calcul LK, : regles structurelles

Preuve:

Par exemple pour — left. (Les autres cas sont laissés en exercice) Si I =T, ¢ —
¥ F A, alors, par définition, ou bien I [£ I', ¢ — 1), ou bien il existe une formule
0 € A telle que I = 6.

Premier cas : [ £ T, ¢ — 1. Deux cas se présentent & nouveau :
— ou bien il existe une formule 1 € T telle que I }~ 7 et, dans ce cas,
IETE,A TEYTEA,
— ou bien [ £ ¢ — 1. Par définition, ceci entraine que I |= ¢ et I [~ 1.
Il en résulte que I [~ ¢, T et donc I =4, T' = A d’une part et il existe
une formule 6 € ¢, A (en fait = ¢) telle que I = 0 d’autre part.
Ceci entraine I =T+ ¢, A.

Dans tous les cas, [ satisfait les deux prémisses.

Deuxiéme cas : il existe une formule 0 € A telle que I |= 6 . Alors, par

définition des modeles des séquents, I =T'F ¢, Aet I =T,¢ - A.

Réciproquement, si I satisfait les deux prémisses, alors
—oubien [ ET et I =T, =9 FA
— ou bien il existe § € A telle que I |= 6 et on conclut directement
— ou bien I [~ ¢ et I = ¢ et, dans ce cas, I [~ ¢ — 1, ce qui entraine a
nouveau la conclusion voulue.

Exercice 41 (2)
Compléter la preuve du lemme 2.7.1.

Exercice 42 (2)
Peut on remplacer la regle d’introduction de la fleche & droite par la regle
suivante :
oA TEY A
— right

A ¢—

Justifier la réponse.
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Exercice 43 (2)
Peut on remplacer la regle d’introduction de la fleche a gauche par la regle
suivante :
Lok A
= left
Iy —oFA

Un arbre de preuve obtenu a l'aide des regles de LK est un arbre dont
les noeuds sont étiquetés par des séquents, chaque étiquette d’un noeud étant
obtenue par application d’une des regles aux étiquettes de ses fils.

Exemple 2.7.1

axiom axiom

AF A B+FB
—— weak-] — weak-1
A BFA A, B+B
A BFANANB
AFB— (AANB)

FA— (B— (AAB))

A right

— right

— right

Exercice 44 (1)
Donner une preuve du tiers exclu F ¢ V —¢.

Un séquent X est prouvable (sous-entendu a I'aide de LK) sil existe un
arbre de preuve dont la racine est étiquetée par . On dit aussi que X est un
théoréeme.

Exercice 45 (5)

(Théoréme de la déduction) Montrer, sans utiliser le théoreme de complétude
qui suit, que I', ¢ = A, 9 est prouvable en LK ssi I' = A, ¢ — 1) est prouvable
en LK .

Lemme 2.7.2 Si ', A ne contiennent que des variables, le séquent I' = A est
valide si et seulement si T N A # ().

Preuve:

Si le séquent est valide, pour toute interprétation I, I = I' = A. Prenons

Iinterprétation I qui associe 1 a toutes la variables de I' et 0 a toutes les autres

variables propositionnelles. I |=T" et donc il existe § € A, I |= 0, ce qui signifie

que 'une des variables de A est interprétée a 1 et donc que ANT # (.
Réciproquement, si A € AN, pour toute interprétation I, ou bien I(A) =1

et il existe une formule § € A telle que I |= 6, ou bien I(A) =0et [ f=T'. O

Théoréme 2.7.1 (Complétude) Un séquentI' = A est valide si et seulement
s’il est prouvable a ’aide des régles de la figure 2.7.
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Preuve:
Si I' H A est prouvable, on montre par récurrence sur la longueur de la preuve
que I' - A est valide : le cas de base est donné par le lemme 2.7.2 et la récurrence
par le lemme 2.7.1.
Réciproquement, si I' = A est valide, on montre le résultat par récurrence
sur le nombre de connecteurs logiques de I" et A. Si ce nombre est nul,
— oubien T € A: A = T,A’ et, dans ce cas, mfla: et, par
hypothese, I', T =T
— ou bien Le I' : ' =1,I" et, dans ce cas, mAw et, par hy-
pothese, A =1, A.
— bien I', A ne contiennent que des variables propositionnelles et on ap-
plique le lemme 2.7.2.
Supposons maintenant que I' = ¢ — ¢, I (resp. ¢ V ¢, I, resp. ¢ A, TV, resp.
=, I"). Par le lemme 2.7.1, TV + ¢, A et IV,9) - A sont valides. Par hypothese
de récurrence, ces deux séquents sont prouvables, et donc I' - A est prouvable
par la regle — left. Les regles d’introduction gauche de A, V, - permettent de
conclure de maniere analogue pour les autres connecteurs logiques a gauche. Les
regles droites permettent de conclure de maniére analogue pour les connecteurs
logiques a droite. O

Le calcul des séquents LKgest obtenu en ajoutant aux regles de LK la regle
de coupure :
oA T'F¢, A
LT A A

Bien entendu, LKgest complet et la régle (cut) n’est pas nécéssaire pour
ce résultat. On peut montrer que les coupures sont inutiles, par transforma-
tion des preuves (sans utiliser de résultat de complétude), mais cette preuve
d’élimination des coupures est hors du champ de ce cours.

Cut)

Exercice 46 (3)
Donner des regles d’introduction a gauche et a droite de <+, dans le style de
LK, .

Exercice 47 (5)
1. Montrer que, si ’on retire la regle d’affaiblissement a NK, le systeme de
déduction reste complet.

2. Montrer que, si 'on retire les regles d’introduction de V a NK le systeme
de déduction n’est plus complet.

Exercice 48 (6)
Montrer qu’il existe une preuve de taille polynoémiale (en n)du séquent

F AL A Ay, mAg A As, oo mAn A A An, mA AN AL AN AA,, —ALA .. A,

Exercice 49 (3)
Expliquer pourquoi l'algorithme de décision de la validité résultant du théoreme
ci-dessus est exponentielle dans la taille du séquent.
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Exercice 50 (7)
A chaque séquent valide ¥ on associe la taille de sa preuve de taille minimale
(la taille d’une preuve est le nombre de noeuds de 1’arbre), 7(X). On note aussi
|2 1a taille du séquent ¥ (nombre de connecteurs logiques dans ¥2).

Montrer qu’il existe une suite de séquents valides 3, telle qu’il n’existe
aucun polynome P vérifiant P(|3,]) > 7(3,).

Exercice 51 (4)
(Théoreme d’interpolation) On appelle partition d’un séquent I' = A un
quadruplet (I'y, T2, Ay, Ag) tel que I'1, Ty est une partition de T et Ay, Ay est
une partition de A.

Montrer que si on peut dériver I' = A, alors il existe une partition de I' - A
et une formule ¢ tels que I'y = Ay, ¢ et 'y, F Ay sont prouvables et les
variables de ¢ sont dans Var(I'y UA;) N Var(T'; UAy).

Exercice 52 (5)

(Calcul des séquents et déduction naturelle) Dans cet exercice, on s’in-
terdit d’utiliser les théoremes de complétude : on veut montrer une méthode
effective de traduction d’un systéme de preuve dans 'autre. Soit LKgle calcul
des séquents avec la regle de coupure.

1. Montrer que, si le jugement I' F ¢ est prouvable en NKj, alors le séquent
I' - ¢ est prouvable dans LKj.

2. Montrer que I' - ¢1,...,¢, (ou ¢1,..., ¢, sont des formules) est prou-
vable en LKgssi I', =¢1, ..., ¢, FL est prouvable en LKj.

3. Montrer quesil' F ¢1, ..., ¢, est prouvable dans LKy, alors I', =¢q, ..., ¢, FL
est prouvable dans NKj.

4. Montrer que, si I' - ¢1,..., ¢, est prouvable dans LK, alors I' - ¢ V
...V ¢, est prouvable dans NKj.
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ONT = ¢ TAG = ¢ 1A = L

oNL = 1 VL = ¢ 1Lve = ¢

TVe = T oVT = T -T = 1

-1 = T =9 = T T—=¢ = ¢
p—L = -0 op—T = T
FIGURE 2.19 —

2.10 Diagrammes de décision binaire

Il s’agit d’une structure de données compacte utilisée pour représenter I’arbre
sémantique associé & une formule, et donc en particulier toutes les interprétations
qui la satisfont.

Si ¢ est une formules du calcul propositionnel, p{P — T} et ¢{P L} sont
les formules obtenues en remplacant P par T dans ¢ (resp. P par L dans ¢)
puis en simplifiant par les regles de la figure 2.19.

Un Graphe de décision est un quadruplet (V,1,d, E) ou V est un ensemble
fini de sommets, [ est une application de V' dans PU{T, L}, d est une application
de V dans Fo(P) et E CV x {0,1} x V tel que

1. G est enraciné et connexe : Ir e V.Vo e Vo £ r > Jvy=r,...,v, =
(S V, Eil, ey ln—1, (Ul,il, ’Ug), ceey (’Un_l,’in_l, Un) ek

2. G est acyclique (pas de cycle (vy,i1,v2), ... (Up,in,v1) € F)

3. Chaque noeud est ou bien une feuille ou bien a deux successeurs, I'un
par 0 et l'autre par 1 :

Vi, Yo, v’ 0" . ((v,i,v") € EA (v,i,0") € E) = v ="
Yo e V,{i| ' € V.(v,i,v') € E} € {0,{0,1}}

Deux graphes de décision G, Gy sont isomorphes (ce qui est noté G; ~ Ga)
s’il existe une bijection f de V; dans V5 telle que :

1. pour tous vy, v] € Vq,i € {0,1}, (v1,4,v}) € Ey ssi (f(v1),1, f(v])) € Ea
2. pour tout v; € V1, l(v1) = I(f(v1)).

Definition 2.10.1 Un diagramme de décision binaire (BDD) associé a la for-
mule ¢ sur 'ensemble { Py, ..., P,} de variables propositionnelles est un graphe
de décision tel que d(r) = ¢ et tel que :
— Siv eV est tel que l(v) € {L, T}, alors v n’a pas de successeur et d(v)
est valide (si l(v) = T ) ou insatisfaisable (si l(v) =L).
— Sil(v) € P, alors v a exactement deuz successeurs et les sous-graphes
enracinés dans ces deux successeurs ne sont pas isomorphes.
— Si un noeud N est tel que [(N) = P; et (N,0,Ny),(N,1,Ny) € E, alors
b1 = d(ND)HAN){P: 1} et ¢ = d(No) Hd(N){P, 1 T} et Var(é1 v
62) C P, | > i}
Exemple 2.10.1 Soit ¢ la formule (P; A P2)V =((Py A P2)V—Ps3). Un BDD as-

socié est donné dans la figure 2.20 (par convention les fils gauche correspondent
toujours a l'interprétation 1 de la variable du noeud correspondant).
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P
1
0
Py
0
1 Ps
1 0
T 1

F1GURE 2.20 — Un BDD associé a ¢

L’intérét des BDDs est d’une part une représentation compacte et, d’autre
part, une représentation unique :

Theorem 2.10.1 (Canonicité) Soient G,G’ deux diagrammes de décision bi-
naires (l'ordre sur les variables propositionnelles est fixé) associés respective-
ment auzx formules ¢ et ¢'. G ~ G’ si et seulement si pHP'.

Preuve:

Si G ~ G, alors ¢H¢' se montre par récurrence sur la taille de G : si G est réduit
a une feuille, alors, ou bien c’est T et, par définition, ¢ et ¢’ sont valides. Ou
bien c’est L et, par définition ¢, ¢’ sont insatisfaisables. Si maintenant G n’est
pas réduit & une feuille, par hypothese de récurrence, p{P — T}H'{P — T}
et p{P —L}H¢'{P—1} d'ot pH¢'.

Pour I'implication inverse, remarquons d’abord que, si ¢ est valide (resp.
insatisfaisable), alors G est réduit & une feuille. En effet, si ¢ est valide, tout
chemin conduisant & une feuille conduit & T (par récurrence sur le nombre de
variables propositionnelles) et, comme aucun noeud n’a deux fils identiques, G
ne peut contenir de sous-graphe dont les deux successeurs sont T. Il en résulte
que G est réduit a une feuille. (Le raisonnement est identique dans le cas ou ¢
est insatisfaisable).

Si ¢H¢'. On montre G ~ G par récurrence sur le nombre de variables
propositionnelles. S’il n’y en a pas, c’est immédiat. Sinon, si les deux graphes
sont réduits a des feuilles, ils sont isomorphes. Si 'un d’eux au moins n’est pas
réduit a une feuille, disons G, alors la racine est étiquetée par P; et les deux
fils de la racine correspondent aux formules ¢{P; — T} et ¢{P; —_L}. Comme
nous 'avons vu, dans ce cas, ¢ est satisfaisable et non valide. Il en est donc
de méme pour ¢'. La racine de G’ a donc deux fils correspondant aux formules
¢'{P; — T} et ¢'{P; —L}. On peut supposer sans perdre de généralité que
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j > i.Sij >4, alors P, ¢ Var(¢') et donc ¢{P; — T}IHp{P; — L} et, par
hypothese de récurrence, les deux fils de la racine de G sont alors isomorphes,
ce qui est impossible. Donc j = i.

Comme ¢pH¢' on a aussi ¢{ P, — THI{P; — T}et p{ P, —L}H{P —L
}. Donc, par hypothese de récurrence, les deux successeurs de la racine de G
sont isomorphes aux deux successeurs de la racine de G’ : G ~ G'. O

Exercice 73 (2)
Donner le BDD associé a la formule

Exercice 74
L’objet de l'exercice est la construction de BDDs associés a des formules.
Tout d’abord, si on dispose de BDDs G, G2 pour les formules ¢{P +— T}
et ¢{P L} il suffit de définir G(¢) par :
— Si G = G5 alors G
— Sinon G(¢) est le graphe de racine étiquetée par P et ayant deux fils
respectivement G et Go.
On note alors G = G +p Gs.
Donner des algorithmes de construction de BDDs associés a ¢1 A ¢2, 1 V
¢, p1 — @9, 1, supposant connus des BDDs associés a ¢1 et ¢o respective-
ment.
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pdY = v PxY = Yxo
P (Wald) = (pay)al ox () = (px9)x0
o0 = ¢ Yvxl = Y
px(p@l) = (px¢)®(¢*0)
oo = 0 pxp = ¢

FI1GURE 2.21 — Equivalences structurelles

2.11 Anneaux Booléens

On considere dans cette partie une autre syntaxe du calcul propositionnel :
on utilise les connecteurs * (binaire), @ (binaire), 1,0 (constantes). Les variables
propositionnelles sont plutot notées X, Y, Z,.... L’ensemble des formules obte-
nues sur les variables propositionnelles X7, ..., X, est alors noté B(X1,...,X,).

On interpréte * comme la conjonction, & comme le “ou exclusif” : I = ¢p@
siet seulement si [ = ¢ et I = poubien I = et I = ¢. 1 et 0 sont interprétés
comme on s’y attend.

Les connecteurs habituels du calcul propositionnel s’expriment a l'aide de
ceux-ci. Par exemple :

def

PVY = (pDY) @ (P* V)

ou
def

¢ =¢D1
Les reégles d’équivalence structurelle des formules sont données dans la fi-
gure 2.21. Ces regles engendrent une congruence notée =. (= est la plus petite
relation d’équivalence sur les formules contenant les équivalences de la figure
2.21 et telle que, si ¢ = 1, alors p DO =Y PO et ¢px0 = *x 0 pour toute
formule 6).

Lemme 2.11.1 Si ¢ = 1), alors ¢Hv.

Preuve:
Il suffit de le vérifier pour chacune des regles : comme = est la plus petite
congruence les satisfaisant, =C H. O

L’avantage de cette notation pour le calcul propositionnel est d’avoir (au
contraire de la forme clausale) une forme canonique : on oriente les équivalences
de la figure 2.21 autres que l'associativité et la commutativité de la gauche
vers la droite, obtenant ainsi un ensemble de regles de simplification =-. On
note encore =* la fermeture réflexive et transitive de =. (i.e. l'itération de la
simplification).

Théoréme 2.11.1 Pour toute formule ¢ de B(X1,...,X,), il existe une unique
(modulo l'associativité et la commutativité) formule ¢ | telle que ¢ =* ¢ | et
¢ |} est irréductible par ces régles.
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Les formules irréductibles sont ou bien 0, ou bien des sommes de monémes
distincts
m1 &P ... Emy

ot chaque m; est ou bien 1 ou bien un produit X;, *...x X;, ou X;,...,X;,
sont des variables propositionnelles distinctes.

Preuve:
Les regles de simplification des formules qui se terminent : il suffit d’utiliser une

interprétation simple dans les entiers, par exemple g(¢ @ 1)) def 9(6)+9g(v) + 1,
9(Xi) = 2 = g(1) = g(0), g(¢ x¥) = g(¢) * g(¢); g décroit stictement par
application de n’importe quelle regle.
Les formes irréductibles sont bien des sommes de monoémes : il suffit de
vérifier qu'une regle s’applique a toutes les autres formules.
Montrons maintenant que la forme irréductible est unique : si une formule
a deux formes irréductibles ¢ et v, alors ¢ = 1 et donc, par le lemme 2.11.1,
¢Hv. On montre que ¢ = ¢ par récurrence sur n (nombre de variables propo-
sitionnelles) :
— Sin=0,alorsp =1 =1oubien p =1 =0
— Sin > 0, on écrit les deux formules sous la forme ¢ = X, *x @1 D ¢ et
= X, %11 ® g ol @1, P2, 11,12 ne contiennent pas X,,. pH1 entraine
que ¢{Xn = OHZWJ{Xn = O} et ¢{Xn = 1}Hw{Xn = 1}7 d’ou ¢ le
et ¢poH1y d’olt, par hypothese de récurrence, g1 = 11 et ¢ = 19, et
donc ¢ = 1.

Corollaire 2.11.1 Si ¢,¢ € B(Xy,...,X,), alors ¢ = 9 si et seulement si
PHY.

Corollaire 2.11.2 B(Xj,...,X,)/ = est un anneau commutatif isomorphe a
ZsolX1,...,Xn]/T ot T est lidéal engendré par les polynomes (X? — X;).



Chapitre 3

Calcul des prédicats

Nous abordons dans ce chapitre la logique du premier ordre classique aussi
appelée calcul des prédicats.

Il y a plusieurs notations (calcul des séquents, déduction naturelle, systemes
a la Hilbert etc...) Nous suivons ici le méme plan que pour le calcul proposition-
nel : syntaxe, sémantique, mise en forme clausale et complétude réfutationnelle
de la résolution, avant de revenir si le temps le permet a d’autres systemes de
preuve. Au passage, via le théoreme de Herbrand et les résultats vus en calcul
propositionnel, nous obtiendrons un théoréeme de compacité (dans le cas d'un
alphabet dénombrable) pour le calcul des prédicats.

3.1 Syntaxe

3.1.1 Les termes

F est un ensemble (fini) de symboles de fonction. Chaque symbole f € F
est muni d’une arité a(f) € N qui fixe le nombre d’arguments.

X est un ensemble de symboles de variables (du premier ordre), disjoint de
F.

Un arbre t étiqueté par F est consitué d’'un ensemble de positions Pos(t) C
N* (mots sur les entiers non nuls) et d’une application de ce domaine dans F
tels que :

— Pos(t) est stable par préfixe : si w -1 € Pos(t), alors w € Pos(t). En

particulier le mot vide € € Pos(t).

— Siw € Pos(t), t(w) = f, a(f) =n, alors w-i € Pos(t) si et seulement si

ie{l,..,n}.

On appelle terme (sur ’alphabet F et les variables X') un arbre étiqueté par
F UX, les symboles de X ayant une arité 0, et dont I’ensemble des positions
est fini. L’ensemble des termes sur F et X est noté T'(F, X).

Exemple 3.1.1 Si I'on suppose que F est composé des symboles +,0, s, eq
d’arités respectives 2,0, 1,2, et x € X, quelques exemples d’éléments de T'(F, X)
sont donnés dans la figure 3.1. Les ensembles de positions de ces trois termes
sont respectivement {e,1,1-1,2},{¢e,1,2},{¢,1,1-1,1-2,1-2-1,1-2-2,2}.

63
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A /N
‘ o/ \+

FIGURE 3.1 — Exemples d’arbres finis

L’ensemble des variables d’un terme ¢, noté Var(t) est l'intersection de X et
des étiquettes de t.

Exemple 3.1.2 Dans les exemples de la figure 3.1, le premier terme a pour
ensemble de variables ) et les deux autres {x}.

Les termes tels que Var(t) est vide sont appelés termes clos. L’ensemble des
termes clos est noté T'(F).

On utilise habituellement une notation parenthésée pour les termes : si f
est un symbole d’arité n, alors f(t1,...,t,) désigne le terme dont la racine est
étiquetée par f et possede n fils, respectivement t1, ..., t,.

Exemple 3.1.3 Les termes de la figure 3.1 s’écrivent, en écriture parenthésée,
+(s(0),0), +(z, x), &(eq(z, +(x,0)), true).

On utilise parfois I’écriture en notation infixée pour certains symboles usuels.
Par exemple, +(0, s(0)) s’écrira aussi 0 + s(0).

Si p € D(t), le sous-terme de t a la position p, noté t|, est défini par
récurrence sur la longueur de p : t|c =t et f(t1,...,tn)|iw = tilw-

Exercice 75 (2)
Dans quel(s) cas est-ce que T'(F) est vide ? fini ?

Exercice 76

Montrer que T'(F, X') est le plus petit ensemble S contenant X et tel que, pour
tout n € N, pour tout f € F tel que a(f) = n, pour tous ti,...,t, € S,
f(tl, - ,tn) es.

3.1.2 Formules du premier ordre

P est de méme un ensemble (fini) de symboles de prédicat, disjoint de F et
de X. Chaque symbole étant a nouveau muni d’une arité.

Les termes P(t1,...,t,) ou ty,...,t, € T(F,X) et P € P est d’arité n sont
appelés formules atomiques.
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Definition 3.1.1 CP,(P,F,X), ensemble des formules du premier ordre sur
les symboles de prédicats P, les symboles de fonction F et les variables X est
le plus petit ensemble tel que :
— L, TeCP(P,F,X)
— les formules atomiques sont dans CP(P,F,X)
— Si ¢, € CP (P, F,X) et x € X alors les formules suivantes sont dans
CP (P, F,X) :

PAY, OV Y, 29, ¢ =1, Vr.p, Fx.0

Remarquons qu’on retrouve le calcul propositionnel lorsque tous les sym-
boles de P sont d’arité 0.

Exemple 3.1.4 F = {0(0),s(1)}, P = {> (2)}. L’expression suivante est une
formule du premier ordre :

Vz. > (z,0)
A Vx. > (s(x),x)
A Yx,y. > (x,y) => (s(z),s(y))

Ici, comme dans la suite, nous abrégeons V.Vy.¢ en Vz, y.¢.

Exemple 3.1.5 F = {nil(0),cons(2)}, P = {A(2)}. La formule suivante est
censée définir la concaténation des listes :

Va,y, z, 21-( A(nil,x, )
N Aly,z,z1) = A(cons(z,y), z, cons(z, 21)))

Exemple 3.1.6 La formule suivante n’est pas une formule du premier ordre :
VP.(P(0) AVx.P(x) — P(s(x))) — Va.P(x)

On utilisera aussi certains symboles (de fonction ou de prédicat) en notation
infixée. Par exemple, on se permettra d’écrire a + b au lieu de +(a, b) ou bien
a = b au lieu de = (a, b).

Exemple 3.1.7 F est un ensemble fini de symboles de fonction avec leur arité.
P = PoU{= (2)} ou Py est un ensemble quelconque fini de symboles de prédicat
avec leur arité. L’ensemble (fini) de formules suivants est appelé aziomes de de
légalité -

Ve, y,zx=yAy=z—>xr=2=2
Ve,yr=y >y==x
Ve.x ==z

n
Vxl,...,:vn,yl,...,yn./\xi =y — f(x1,...,2n) = f(y1,.. ., yn)
i=1
Pour tout f € F d’arité n

n
le,...,xn./\xi =y NP(z1,...,2n) = P(Y1,...,Yn)
i=1
Pour tout P € Py d’arité n
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Exemple 3.1.8 L’ensemble de formules suivant définit la théorie des ordres
denses. On suppose les axiomes de ’égalité (donnée dans I'exemple précédent)
et les deux symboles de prédicat binaires =, > utilisés en notation infixée. On
écrit en outre a # b pour —(a = b).

Ve, y,zx >2yANy>z—>x >z

Ve,yx >2yAy>x—zc=y

Ve.x > x

Voy.(z>yVy>x)
Ve,y(zt£yAhax>y) = (Fzax>zANx#zANz2>2yANz#y)

Exemple 3.1.9 F = {%(2)}. P = {= (2)}. On suppose les axiomes de 1’égalité.
Les axiomes des groupes sont alors obtenus en ajoutant les formules :

Vao,y,zxx (y*xz) = (x*xy) * 2z
deVr.xxe=xzNexx =x
VeJyVz.(zxy)xz=zAzxy=y*xxAzx(x*xy) =z

Les quantificateurs lient les variables. On définit ainsi les variables liées
(VB(¢)) et les variables libres (VL(¢)) d’une formule ¢ (resp. d’un terme t), par

récurrence sur le terme ¢, puis la formule :

VL(z) = {x} Size X
VB(z) = 0
VL(f(t1,...,tn)) = VL(t1)U...UVL(t,) Pour tout f € F d’arité n
VB(f(t1,...,tn)) = 0 Pour tout f € F d’arité n
VL(P(t1,...,tn)) = VL(t1)U...UVL(t,) Pour tout P € P d’arité n
VB(P(t1,...,ty)) = 0 Pour tout P € P d’arité n
VL(L)=VL(T) = 0
VB(L)=VL(L) = 0
VL6 A) = VLGV ) = VL(6)UVL()
VL6 =) = VL($)UVL()
VB(6A®) = VB(HV ) = VB(H) UVB(Y)
VB(6— 1) = VB($)UVB(®)
VL(~9) = VL(g)
VB(~0) = VB(0)
VL(3z.¢) = VL(Vz.¢) = VL(¢)\ {z}
VB(3z.¢) = VB(Vz.¢) = VB(¢)U {z}

Exemple 3.1.10 Si ¢ est la formule

Plx) A3e.Q(f(2)) A Fz, 2.Q(9(2,y, 2))
Alors VL(¢) = {z,y} et VB(¢) = {z, z}.

L’exemple ci-dessus montre que l’ensemble des variables liées et I’ensemble
des variables libres d’une formule ne sont pas nécessairement des ensembles
disjoints. De plus, une variable peut avoir deux occurrences de liaison. Par
exemple, ci dessus, z a deux occurrences de liaison ; chacune d’elles correspond
a une quantification sur x.
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3.2 Sémantique

3.2.1 F-algebres

Etant donné un ensemble de symboles de fonction avec leur arité une JF-
algébre A est constituée d’'un domaine (ensemble) D 4 non vide et, pour chaque
symbole de fonction f € F d’arité n, d'une fonction f4 de D" dans D 4.

T(F) et T(F,X) sont des F-algebres, avec fr(r) = f = frrx)-

Exemple 3.2.1 Soit F = {0(0),s(1),+(2)}. Alors (N, succy,+n) est une F-
algebre et (Q4,1,+2,+) est aussi une F-algebre. (Q4 est I’ ensemble des ra-
tionnels strictement positifs).

Si A et B sont deux F-algebres, un homomorphisme h de A dans B est
une application de D 4 dans Dpg telle que, pour tout symbole f € F, pour tous
éléments ay,...,a, € Dy,

h(falar, ..., an)) = fa(h(ar), ..., h(an))

Exemple 3.2.2 Soit F = {0(0), s(1),4+(2)}. On considere la F-algebre N et la
F-algebre Zs. L’application qui a tout entier associe son reste modulo 2 est un
homomorphisme de F-algebres.

Exercice 77 (2)

Montrer que le logarithme népérien est un homomorphisme de F-algebre de
]0,4+00[ dans R, ou F = {0(0); h(1); f(2)}. On précisera les structures de
F-algebres de |0, +o00[ et de R.

Exercice 78 (3)
Reprenant 'exemple 3.2.1, existe-t-il un homomorphisme entre ces deux algebres 7

Exercice 79 (4)

Soit F' = {0(0); f(2)}. Donner une opération fz sur Z telle que 'application qui
a tout entier associe son opposé soit un morphisme de (Z,0, ) dans (Z,0, fz)
(considérés comme F-algebres).

Exercice 80 (5)
On suppose que F = {s(1)}
1. Donner un exemple de deux F-algebres finies ayant méme domaine telles
qu’il n’existe aucun morphisme de I'une dans 'autre.

2. Donner un exemple de deux JF-algebres finies distinctes, de méme do-
maine et isomorphes.

3. Lorsque D a 1,2,3 éléments, combien y a-t-il de F-algebres de domaine
D, a isomorphisme pres ?

Théoréme 3.2.1 (propriété universelle de T'(F, X))

Soit A une F-algebre. Soit i linjection (canonique) de X dans T(F,X). Pour
toute application f de X dans A, il existe un unique homomorphisme f de
T(F,X) dans A tel que

Vze X, foi(z)= f(z)
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La construction de f est effectuée par récurrence structurelle sur les termes
(ou, si 'on préfere, par récurrence sur la profondeur des termes).

Si A est une F-algébre, on appelle A-affectation toute application o de X
dans A. D’apres le théoréme 3.2.1, on confond o et le morphisme o de T'(F, X)
dans A correspondant. On note to I'application d’une affectation o a ¢.

Les endomorphismes de T'(F, X') sont appelés substitutions. On note X 1’en-
semble des substitutions. Les homomorphismes de T(F,X’) dans T'(F') sont
appelés substitutions closes. L’ensemble des substitutions closes est noté >,.

Si o est une substitution, on appelle domaine de o 'ensemble {z € X | zo #
x} noté Dom(o).

Lorsque o est de domaine fini, on note aussi VIm(o) le sous-ensemble de
X

Vim(o)= |J Var(zo)

x€Dom(o)

Une substitution o est dite idempotente si 0 oo = 0.

On note {1 — t1;...,;2, — t,} la substitution de domaine Dom(o) =
{z1,...,2,} et telle que Vi,x;0 = t;. Bien sir, on suppose ici que z1,...,z,
sont des variables distinctes et que, pour tout ¢, x; est de méme sorte que t;.

Cette notation est aussi employée pour les A-affectations dont les seules
valeurs significatives sont celles qui sont prises sur {z1,...,z,}.

Un renommage est une substitution o qui associe a toute variable une va-
riable et qui est une bijection de Dom(o) sur VIm(o). On supposera toujours
implicitement que le domaine d’un renommage contient les variables des termes
auxquels il est appliqué.

Exercice 81
Existe-t-il des renommages idempotents autres que 'identité ?

Si t est un terme tel que VL(¢) C {z1,...,2,} et si o est 'affectation {z; —
ai,..., T, — ap} dans la F-algeébre A, on notera

Exemple 3.2.3

[+ 2]ps1n =2

3.2.2 F,P-structures

Definition 3.2.1 Une F,P-structure S est une F-algébre A = (D, {fa| f €
F}) et, pour chaque symbole de prédicat P, d’arité n, une relation P4 C D'}.

On confondra parfois (abusivement), une structure et la F-algebre sous-
jacente.
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3.2.3 Modeles des formules

Soit ¢ une formule, VL(¢) = {z1,...,2,}, S une F, P-structure (d’algebre
sous-jacente A) et o une A-affectation dont le domaine contient {x1,...,zy}.
On définit la relation de satisfaction o, S |= ¢ par récurrence sur ¢ :

— 0,8 = P(t1,...,ty) si et seulement si ([ti]o,4;- -, [tn]o.4) € Ps

— 0,5 | ¢ x 1 ou * est 'un des connecteurs logiques binaires est défini,

comme en calcul propositionnel, a partir des modeles de ¢ et des modeles
de 1. Par exemple, 0,S |= ¢V si et seulement si (0,S = ¢ ou o, S = 1)

— 0,8 | —¢ si et seulement si 0,S [~ ¢

— 0,8 = Jz.¢ siet seulement si il existe a € D 4 tel que oW{z — a}, S = ¢.

— 0,8 | Vz.¢ si et seulement si pour tout a € D 4 tel que oW {z — a},S E

¢.
Ici oW{z — a} désigne l'affectation o’ dont le domaine est Dom(c’) = Dom(o)U
{z}, qui coincide avec o, sur Dom(c) \ {z} et telle que o'(x) = a.

Si ¢ ne contient pas de variable libre, une structure S est un modéle de ¢ si

S E ¢.

Voyons quelques exemples sous forme d’exercice :
y quelq p

Exercice 82 (4)
On reprend l'exemple 3.1.4 : I'algebre des entiers naturels (avec I'ordre habituel
sur les entiers) satisfait la formule

Va. > (z,0)
A Vz.> (x,z)
A Yo,y > (z,y) == (s(2),s(y))

Donner une autre interprétation de > (mais toujours sur les entiers naturels
avec 'interprétation usuelle de s (sucesseur) et 0).

Quels sont tous les modeles de cette formule, si ’on fixe seulement ’algebre
des entiers naturels comme F-algebre sous-jacente a la structure ?

Exercice 83

Meéme que dans I'exercice précédent, mais en remplacant la formule de I’exemple
3.1.4 par la formule de I'exemple 3.1.5 et I'algebre par l'algebre des listes dans
laquelle nil est interprété par la liste vide et cons par 'ajout d’un élément a
une liste.

On étend les notions de conséquence logique, d’équivalence logique définies
dans le paragraphe 2.2 sur les formules et ensembles de formules du calcul
propositionnel au calcul des prédicats.

Exercice 84 (2)
Montrer que les formules 3x.Vy.P(z,y) et Vy.3z.P(z, y) ne sont pas logiquement
équivalentes. L’une d’elles est une conséquence logique de I'autre. Laquelle ?

Exercice 85 (2)
Mémes questions que dans ’exercice précédent, mais avec les formules Vz.(P(z)V

Q(x)) et (Vx.P(x)) VvV (Vz.Q(x)).
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Si o est la substitution {z; — ti,...,z, — t,}, on note ¢o la formule
¢ dans laquelle toutes les occurrences libres de z1,...,x, ont été remplacées
respectivement par tq, . .., t,. Plus formellement, par récurrence sur la structure

de la formule, cette substitution a été définie au paragraphe 3.2.1 pour les
def

formules atomiques, (¢ * Y){x — t} = (¢{z — t}) * (Y{z — t}) pour tous les
connecteurs logiques * et enfin :

— (Fy.9)o of Jy.(¢o) siy ¢ Dom(o) et y ¢ VIm(o)

— (My.¢)o et Vy.(po) siy ¢ Dom(o) et y ¢ VIm(o)

— (Fz.¢)o &t Jdz.¢ si x € Dom(o)

— (3x.¢)o def Jy.(p{x — y})o siy ¢ VL(¢), x € Vim(o) et x ¢ Dom(o).

Proposition 3.2.1 Siy ¢ VL(¢), alors 3x.¢0HJy.0o{x — y}.

Grace a cette proposition, on pourra supposer désormais, sans perdre de
généralité, que les variables n’ont qu'une occurrence liée dans chaque formule
et que les variables liées sont disjointes des variables libres.

Deux stuctures sont élémentairement équivalentes si elles satisfont les mémes
formules du premier ordre.

Exercice 86 (7)
1. Donner deux structures élémentairement équivalentes et non isomorphes.

2. Méme question, en supposant de plus que P contient un prédicat in-
terprété comme 1’égalité.

3. Montrer que si F est vide, P = {=}, alors deux structures de do-
maine dénombrable qui sont élémentairement équivalentes et satisfont
les axiomes de 1’égalité sont isomorphes.

4. On suppose que F C {0(0),s(1)} et P € {=}. Donner deux struc-
tures élémentairement équivalentes, non isomorphes, dénombrables et
dans lesquelles = est interprété comme 1’égalité.

Exercice 87 (6)

Supposant que P ne contient que des symboles de prédicat unaires, et F ne
contient que des symboles de fonction unaires, montrer que si une formule ¢ est
satisfaisable, alors elle a un modele fini. (On pourra se limiter au cas ou F est

vide).

Exercice 88 (5)
Donner un exemple de F,P et d’ une formule ¢ qui est satisfaisable mais n’a
pas de modele dont le domaine est fini.

Exercice 89 (5)
Soit F = {0(0), s(1),+(2), x(2)} et P = {=}. On considere ’ensemble A.;de
formules formé des axiomes de ’égalité et des 7 formules de 'arithmétique
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élémentaire :
V. O+z=2x

Ve,y.  s(x)+y=s(z+y)
V. Oxx=0

Ve,y. s(x)xy=(xrxy)+y
Vedy. x=0Vaz=s(y)

V. s(z) #0

Ve,y. s(x)=s(y) xz=y

Donner un modele S de A tel que S EVe.x +0 = x.

Exercice 90 (5)

Soit P = {>}, F = 0. On considere les F,P-structures Z,Q,R, > étant
interprété comme l'ordre habituel sur ces ensembles. Par abus de notation,
les structures Z,Q,R seront ci-dessous confondues avec les ensembles (resp.
algebres) sous-jacents.

1. Montrer que Z et Q ne sont pas élémentairement équivalents.

2. On veut montrer que Q et R sont élémentairement équivalents. Soit
S € {R,Q}. Si o est une application d’un ensemble fini de variables D
dans &, on note >, la relation d’ordre sur D définie par x >, y ssi
ToO >5 Yo.

(a) Montrer que, S,0 = ¢ si et seulement si, pour toute affectation 6 des
variables libres de ¢ telle que >¢ est identique a >,, S, 60 = ¢.

(b) En déduire le résultat souhaité.
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Chapitre 11

Théoremes de Complétude

Nous avons déja vu la complétude réfutationnelle de la résolution dans la
partie 3.7. Ce chapitre reprend essentiellement les mémes idées pour montrer
la complétude d’autres systemes de preuve. La différence essentielle est ne
plus s’appuyer sur la mise en forme clausale. On ne peut donc plus utiliser
le théoreme de Herbrand ; la construction d’un modele a partir d’un ensemble
de formules cohérent requiert I'introduction de nouveaux symboles de fonction
(de constantes, en fait).

11.1 Déduction naturelle

Les regles de déduction naturelle s’obtiennent a partir de celles du calcul
propositionnel, en ajoutant les régles d’introduction/élimination des quantifi-
cateurs. Elles sont données dans la figure 11.1.

Lemme 11.1.1 kg Vz.¢(z) > —Jx.—d(2)

Preuve:
On prouve Vz.¢(z) Fnk —~3z—¢(x) et ~Fr—¢(z) Fnk Vo.¢(x), puis on utilise
la complétude de la déduction naturelle propositionnelle.

Vg (z), ~¢(z) b Vag(x) v
Va.g(x), () b ~d(x) Vog(z), ~¢(z) - ¢(z)
Va.¢(x), Jx.—¢(z) - Jr.—¢(x) Va.p(x), ~p(z) F L .
Vr.p(x), Jx.~d(x) B L
Vz.o(z) F ~Ja-g(z)

e

e

Exemple 11.1.1 On considére la formule du buveur : - 3z.Vy.(P(z) — P(y)).
La figure 11.2 donne une preuve de cet énoncé dans NK.

Lemme 11.1.2 Si ¢ est un symbole de constante qui n’apparait ni dans I' ni
dans ¢ et x ¢ Var(T'), ' F ¢[x := c| est prouvable dans NK si et seulement si
I'-Vx.¢ est prouvable dans NK.

229
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(4z) _
| NGRS =T
- ¢ T, ¢ L
A Ab
F,¢F¢(ff) Iro (Abs)
'k 'k F'FoAn F'Fon
¢ id (/\I) onY /\El) onY (/\Eg)
FEony I'¢ )
' ' '+ o0 T,yE0
¢ vI) (4 (VD) oVvy Lo Y (VE)
| R RORVET) 'oVvay -6
Lokl 'k-¢ Tk
0 )
—¢ =1
T'ot '+ '+
oY (1) o= ¢(—>E)
'¢p—v 'y
I'-o¢ x¢Var(F)v I'-Vx.p y
I+ V. ' Tkolz:=t
Ik ¢z :=t] . 'F3z.¢ T,¢pFv¢ x¢ Var(l') U Var(y)
Tk 3z Tk ‘
Ficure 11.1 — Regles d’inférence de la déduction naturelle classique NK
P(Z),—!P(Z),P(
Ax
Vz.P(z), P(x) - Vz.P(z2)
Vz.P(z), P(x) - P(y)
~32-P(2) FV2.P(z)  Vz.P(z) F P(z) — Ply) _>; | -
VeP(E) Fy(P@) < Py) L FoP(E) F3P) : Sy
FV2.P(2) V 32=P(2) Vz.P(2) F JavVy(P(z) — P(y)) J2.-P(z) F Javy(P(

F JaVy.(P(z) — P(y))

FIGURE 11.2 — Preuve de la formule du buveur dans NK
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Preuve:
On montre, par récurrence sur la preuve, que, si I' - ¢{x — ¢} est prouvable,
alors I' F ¢ est prouvable. On conclut enfin a l’aide de V;.

Exercice 238
Parmi les jugements suivants, dire lesquels sont valides ; donner une preuve dans
NK de ceux qui le sont et donner un contre-modele de ceux qui ne le sont pas.

1. F 32.Vy.(P(y) — P(x))
2. FJz.(P(z) — P(s(x)))
3. FVady.(P(z) = P(s(y)))

L’objectif de cette partie est de montrer le théoréeme suivant :

Théoréme 11.1.1 (Complétude) Si S est un ensemble de fomules et ¢ une
formule telle que S = ¢, alors il existe un sous-ensemble fini T' de S tel que
'+ ¢ est dérivable dans NK.

Si S est un ensemble de formules, on note S Fnk ¢ s’il existe un sous-
ensemble fini I de S tel que I' F ¢ est prouvable dans NK. Un ensemble S de
formules est cohérent si S /Nk L.

Le théoreme de complétude est une conséquence de :

Théoréme 11.1.2 (Compétude réfutationnelle) Si S est cohérent, alors
S est satisfaisable.

On suppose que les alphabets de symboles de prédicat et de fonction sont
dénombrables. On définit S,, et F,, par récurrence sur n :
— Sy=8Set Fg=F
— Soit &, 'ensemble des formules du premier ordre sur 'alphabet F,, et
ayant pour seule variable libre z. Fr11 = {cp : ¢ € &} et Spq =
[Br.6(z) = dles) 6 € Eal.
Soit §* = U,en Sn et F* = Upen Fn-

Lemme 11.1.3 Soit M un modéle de domaine T'(F) et ¢ une formule construite

sur F, de variables libres z1,...,xn. M,{x1 — t1,...,2, — to} E ¢ si et
seulement si M |= ¢p{x1 — t1,..., 2y — tp}.
Preuve:

On note o = {1 + t1,...,x, +— t,}. On raisonne par récurrence sur la formule
¢ : ¢'il s’agit d’une formule atomique, M, o = P(u1,...,uy) si et seulement si
([ui]o, - - -, [un]s) € PM. Par récurrence sur la structure des termes w1, .. ., tp,
[u:]o = wio. Done M, = P(uy,...,uy) ssi (ui0,...,uno) € PM ssi M |=
P(ujo, ..., umnmo).

Nous ne traitons que la négation et le quantificateur existentiel dans la
récurrence (les autres cas sont laissés au lecteur) :

Sig=-1 . M,0 = ¢ ssi M,o [~ 1 ssi (par hypothese de récurrence),
M FE Yo ssi M | = (o). Mais (—p)o = (o) par définition.
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Si ¢ =3z.¢p . On note ¢’ la substitution o restreinte (si nécéssaire) aux
variables différentes de x. M, o |= ¢ ssi il existe t € T(F), M,o’' W {x —
t} E ¢ ssi (par hypothese de récurrence) il existe t € T(F), M E
(o’ W{x — t}) ssi (par hypothese de récurrence), il existe t € T(F),
M {z — t} E Yo' ssi M E Fz.(o’). Comme z n’est pas dans le
domaine de o', Jz.(¢o’) = (z.4p)o’ = (3z.4))o.

Lemme 11.1.4 S est cohérent si et seulement si S* est cohérent.

Preuve:
Comme § C 8%, il suffit de montrer que, si S* Fnk L, alors S Fnk L.

On montre en fait que, si ¢y n’apparait pas dans un ensemble de formules
I', alors I', (3z.¢ — ¢{x — cp}) Fnk L entraine I' Fyk L. Comme les seules
occurrences de ¢, sont dans la formule (3z.¢ — ¢{x — c4}), on peut ensuite
conclure par récurrence sur le nombre de constantes ¢, qui apparaissent dans
I' C §* tel que I' F L est prouvable.

Remarquons d’abord que, par complétude propositionnelle, I', (3z.¢p — ¢{z —
co}) Fvk L entraine que I' Pk J2.¢ et T' ke —¢{x — ¢4 }. D’apres le lemme
77, et comme cg n’apparait pas dans I', I' Fnk Va.—¢. Mais par ailleurs,

T+ V2.—¢
L, ¢o{z — y} F Vo.~¢ ) A
L of{z =yt b —o{z — y} F,cb{wHy}Hb{w%y}ﬁ
T+ 3.6 Dofesybr L ‘
-1

Aff

Donc I' Fnk L.

Etant donnée une énumération des formules closes {¢y, }nen, on construit
par récurrence sur n une extension 7, de S* : To = S* et Tpp1 = T U {¢n} si

TnENK ¢ et Top1 = Tn U {=¢n} sinon. Soit T* = U,,cn Tn-
Lemme 11.1.5 Si 8* est cohérente, alors T* est cohérente.

Preuve:
Par récurrence sur n, on montre que, si S* est cohérente, alors 7,, est cohérente.
Dans le cas de base, c’est immédiat. Si T, Fng ¢n, alors, Tpy1 E ¢ ssi Tp Fni @
et donc la cohérence de 7,41 est une conséquence de celle de T,,. Si maintenant
Tn YNK On et Tn, ~¢n Fni L, par le raisonnement par 'absurde, 7, Fni ¢n.
Il en résulte que, si T,— Fng ¢n, alors T,41 est cohérente.

Si maintenant 7* Fny gL, alors il existe un sous-ensemble fini I" de 7* tel
que I' Fyg L. T" est contenu dans 'un des 7,, et donc il existe un n tel que 7Ty,
est incohérente, ce qui est absurde. Donc T* est cohérente.

On construit M, modele de S comme suit : Dyg = T(F*) et la structure de
F-algebre est la structure de 1’algebre libre. Pour tout symbole de prédicat P,
(t1,...,tn) € Ppgssi P(ty,...,tn) € T™.
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Lemme 11.1.6 Si S est cohérent, alors M = T*.

Preuve:

Si S est cohérente, alors 7* est cohérente, par les lemmes 11.1.4 et 11.1.5. On
montre alors, par récurrence sur la taille de la fomule ¢ sans variable libre que
pET ssiME¢:

— Si ¢ est une formule atomique P(t1,...,t,) € T*, alors, par construction,
M E ¢ (et réciproquement).

— Si ¢ = —). Par cohérence, T* /ng 1 et donc, par définition de T,
Y ¢ T* et, par hypothése de récurrence, M £ ) donc M = —h.

— Si ¢ =1 Ao, o1 Ay € T* entraine T* Fyg ¢1 et T* Fng ¢2 (en
utilisant AE) donc, par hypotheése de récurrence, M = ¢; et M = ¢o,
donc M = ¢1 A ¢2. Réciproquement, si M | ¢1 A ¢o, alors M = ¢
et M |= ¢2 et donc, par hypothese de récurrence, ¢1,¢p2 € T*. Donc
T* Nk 1A P2 (en utilisant Al). Par construction, on a donc ¢; A ¢o €
T*.

— Si¢p=0¢1Vpe € T* alors ou bien pouri=1oui=1, ¢; € T* et dans
ce cas, par hypothese de récurrence M = ¢; et donc M |= ¢1 V ¢2, ou
bien ¢1, 2 ¢ T*. Il en résulte que —¢1, 7o € T, par construction. Et
donc 7*,¢; Fng L. Par VE on a ainsi 7" Fyg L et T* serait incohérent.
Réciproquement, si M |= ¢1 V ¢y alors, pour i = 1 oui =2, M = ¢; et
donc, par hypothese de récurrence, ¢; € T*. Par VI, T* Fng @1V o et
donc ¢ V g9 € T*

— Sip=¢1 = P32 € T* ou bien ¢ € T* et, par = E, Tx Fyg ¢2 et

donc, par hypothese de récurrence, M = ¢5 et donc M = ¢1 — ¢o. Ou
bien ¢ ¢ T* et dans ce cas, par hypothése de récurrence, M [~ ¢ et
donc M = ¢1 — ¢o.
Réciproquement, si M = ¢1 — ¢9, alors ou bien M = ¢2 et dans ce
cas, par hypothese de récurrence, ¢ € T* et donc T*,¢1 Fni ¢2 et
donc, par — I, T* Fnk ¢1 — ¢2. Ou bien M [~ ¢ et, par hypotheése
de récurrence, ¢ € T*. Dans ce cas, T*,¢1 Fnk @2 et, & nouveau,
T*F ¢1 — ¢o. Dans tous les cas ¢ — ¢ € T*.

— Si ¢ = Jx.yp € T*. Par construction, ¢ — ¢(cy) € T*. Donc, par — E,
Y(cy) € T* et, par hypothese de récurrence, M = ¢(cy) et donc M = ¢.
Réciproquement, si M = ¢, il existe un terme ¢t € T'(F*) tel que M,z —
t &= v et donc, par le lemme 11.1.3, M | ¢{z — t} et donc, par
hypothese de récurrence, {z +— t} € T*. Par 3;, T* Fyg ¢ et donc,
par construction, ¢ € T*.

— Si ¢ =Va.ap € T*. Alors, pour tout terme t € T(F*), T* Fyg {x — t}

(par V). Donc, par hypothese de récurrence, M = ){x + t} pour tout
t € T(F*) et donc M = Vz.h(z).
Réciproquement, si M |= Vx.ip(z), alors pour tout terme t € T'(F*),
M, {z — t} E . Donc, par le lemme 11.1.3, pour tout terme ¢, M =
{x + t} donc, par hypothese de récurrence, ¥{x — t} € T* pour tout
t. En particulier, Y{z — ¢y} € T*. Comme (Jz.~¢(x)) = Y{z —
c-p} € T*, on en déduit ~Jz—p(xz) € T*. D’apres le lemme 11.1.1,
—3Jz.—)(x) Fyk Vz.ap(x). Donc ¢ € T*.
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Ce lemme acheve la preuve du théoreme 11.1.2

Exercice 239
Donner un exemple de formule ¢ a une variable libre z telle que, pour tout
terme ¢ sans variable, Fnk ¢{x — t}, mais PNk Vz.¢.

Exercice 240
Quelles sont les regles de NK utilisées dans la preuve de complétude 7 Quelles
regles de NK peut on retirer tout en assurant la complétude 7
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